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ВВЕДЕНИЕ

Практические занятия - одна из важнейших форм контроля самостоятельной работой обучающихся над учебным материалом, качеством его усвоения. Готовясь к практическим занятиям, обучающиеся должны изучить рекомендованную литературу: первоисточники, соответствующие разделы учебников, учебных пособий, конспекты лекций и т.д. 
Цель практических занятий – формирование практических умений: выполнение определённых действий, операций, необходимых в последующей профессиональной или учебной деятельности. В связи с этим содержанием практических занятий является решение задач, выполнение вычислений, расчётов, работа с литературой, работа с лекциями, справочниками, инструкциями. Выполнению практических занятий может предшествовать проверка знаний обучающихся, их теоретической готовности к выполнению заданий.
Формы организации деятельности обучающихся на практических занятиях - групповая. 
Структура и содержание практического занятия включает в себя следующие элементы:
· тема занятия;
·  цель работы;
· описание хода работы;
· примеры выполнения заданий по теме (при необходимости),
· контрольные вопросы.
· оценка результатов работы - оценки за выполнение заданий на практических занятиях выставляются по пятибалльной системе или в форме зачёта и учитываются как показатели текущей успеваемости обучающихся.

Освоение содержания учебной дисциплины обеспечивает достижение следующих результатов:
Личностных:
включающих готовность и способность обучающихся к саморазвитию и личностному самоопределению, сформированность их мотивации к обучению и целенаправленной познавательной деятельности, системы значимых социальных и межличностных отношений, ценностно-смысловых установок, отражающих личностные и гражданские позиции в деятельности, антикоррупционное мировоззрение, правосознании, экологическую культуру, способность ставить цели и строить жизненные планы, способность к осознанию российской гражданской идентичности в поликультурном социуме;
       1) российскую гражданскую идентичность, патриотизм, уважение к своему народу, чувства ответственности перед Родиной, гордости за свой край, свою Родину, прошлое и настоящее многонационального народа России, уважение государственных символов (герб, флаг, гимн);
       2) гражданскую позицию как активного и ответственного члена российского общества, осознающего свои конституционные права и обязанности, уважающего закон и правопорядок, обладающего чувством собственного достоинства, осознанно принимающего традиционные национальные и общечеловеческие гуманистические и демократические ценности;
       3) готовность к служению Отечеству, его защите;
       4) сформированность мировоззрения, соответствующего современному уровню развития науки и общественной практики, основанного на диалоге культур, а также различных форм общественного сознания, осознание своего места в поликультурном мире;
      5) сформированность основ саморазвития и самовоспитания в соответствии с общечеловеческими ценностями и идеалами гражданского общества; готовность и способность к самостоятельной, творческой и ответственной деятельности;
      6) толерантное сознание и поведение в поликультурном мире, готовность и способность вести диалог с другими людьми, достигать в нем взаимопонимания, находить общие цели и сотрудничать для их достижения, способность противостоять идеологии экстремизма, национализма, ксенофобии, дискриминации по социальным, религиозным, расовым, национальным признакам и другим негативным социальным явлениям;
      7) навыки сотрудничества со сверстниками, детьми младшего возраста, взрослыми в образовательной, общественно полезной, учебно-исследовательской, проектной и других видах деятельности;
      8) нравственное сознание и поведение на основе усвоения общечеловеческих ценностей;
      9) готовность и способность к образованию, в том числе самообразованию, на протяжении всей жизни; сознательное отношение к непрерывному образованию как условию успешной профессиональной и общественной деятельности;
     10) эстетическое отношение к миру, включая эстетику быта, научного и технического творчества, спорта, общественных отношений;
      11) принятие и реализацию ценностей здорового и безопасного образа жизни, потребности в физическом самосовершенствовании, занятиях спортивно-оздоровительной деятельностью, неприятие вредных привычек: курения, употребления алкоголя, наркотиков;
      12) бережное, ответственное и компетентное отношение к физическому и психологическому здоровью, как собственному, так и других людей, умение оказывать первую помощь;
     13) осознанный выбор будущей профессии и возможностей реализации собственных жизненных планов; отношение к профессиональной деятельности как возможности участия в решении личных, общественных, государственных, общенациональных проблем;
     14) сформированность экологического мышления, понимания влияния социально-экономических процессов на состояние природной и социальной среды; приобретение опыта эколого-направленной деятельности;

Личностных: с учетом рабочей программы воспитания:

	Личностные результаты
реализации программы воспитания
(дескрипторы)
	Код личностных результатов реализации программы воспитания

	Проявляющий активную гражданскую позицию, демонстрирующий приверженность принципам честности, порядочности, открытости, экономически активный и участвующий в студенческом и территориальном самоуправлении, в том числе на условиях добровольчества, продуктивно взаимодействующий и участвующий в деятельности общественных организаций.
	ЛР 2

	Проявляющий и демонстрирующий уважение к людям труда, осознающий ценность собственного труда. Стремящийся к формированию в сетевой среде личностно и профессионального конструктивного «цифрового следа».
	ЛР 4

	Осознающий приоритетную ценность личности человека; уважающий собственную и чужую уникальность в различных ситуациях, во всех формах и видах деятельности. 
	ЛР 7

	Проявляющий и демонстрирующий уважение к представителям различных этнокультурных, социальных, конфессиональных и иных групп. Сопричастный к сохранению, преумножению и трансляции культурных традиций и ценностей многонационального российского государства.
	ЛР 8

	Личностные результаты реализации программы воспитания, 
определенные отраслевыми требованиями к деловым качествам личности

	Готовность обучающегося соответствовать ожиданиям работодателей; ответственный специалист дисциплинированный, трудолюбивый, нацеленный на достижение поставленных задач, эффективно взаимодействующий с членами команды
	ЛР 14

	Соблюдающий в своей деятельности этические принципы честности, открытости, противодействия коррупции и экстремизму, уважительного отношения к результатам собственного и чужого труда
	ЛР 15

	Проявляющий сознательное отношение к непрерывному образованию как условию профессиональной и общественной деятельности,
	ЛР 16

	Личностные результаты реализации программы воспитания, 
определенные субъектом Российской Федерации (при наличии)

	Готовый к профессиональному самосовершенствованию и труду на благо родного края, в целях развития Вологодской области
	ЛР 17



метапредметных:
метапредметным, включающим освоенные обучающимися межпредметные понятия и универсальные учебные действия (регулятивные, познавательные, коммуникативные), способность их использования в познавательной и социальной практике, самостоятельность в планировании и осуществлении учебной деятельности и организации учебного сотрудничества с педагогами и сверстниками, способность к построению индивидуальной образовательной траектории, владение навыками учебно-исследовательской, проектной и социальной деятельности;

     1) умение самостоятельно определять цели деятельности и составлять планы деятельности; самостоятельно осуществлять, контролировать и корректировать деятельность; использовать все возможные ресурсы для достижения поставленных целей и реализации планов деятельности; выбирать успешные стратегии в различных ситуациях;
     2) умение продуктивно общаться и взаимодействовать в процессе совместной деятельности, учитывать позиции других участников деятельности, эффективно разрешать конфликты;
     3) владение навыками познавательной, учебно-исследовательской и проектной деятельности, навыками разрешения проблем; способность и готовность к самостоятельному поиску методов решения практических задач, применению различных методов познания;
     4) готовность и способность к самостоятельной информационно-познавательной деятельности, владение навыками получения необходимой информации из словарей разных типов, умение ориентироваться в различных источниках информации, критически оценивать и интерпретировать информацию, получаемую из различных источников;
      5) умение использовать средства информационных и коммуникационных технологий (далее - ИКТ) в решении когнитивных, коммуникативных и организационных задач с соблюдением требований эргономики, техники безопасности, гигиены, ресурсосбережения, правовых и этических норм, норм информационной безопасности;
     6) умение определять назначение и функции различных социальных институтов;
     7) умение самостоятельно оценивать и принимать решения, определяющие стратегию поведения, с учетом гражданских и нравственных ценностей;
    8) владение языковыми средствами - умение ясно, логично и точно излагать свою точку зрения, использовать адекватные языковые средства;
     9) владение навыками познавательной рефлексии как осознания совершаемых действий и мыслительных процессов, их результатов и оснований, границ своего знания и незнания, новых познавательных задач и средств их достижения

предметных:
      1) сформированность представлений о математике как части мировой культуры и о месте математики в современной цивилизации, о способах описания на математическом языке явлений реального мира;
     2) сформированность представлений о математических понятиях как о важнейших математических моделях, позволяющих описывать и изучать разные процессы и явления; понимание возможности аксиоматического построения математических теорий;
     3) владение методами доказательств и алгоритмов решения; умение их применять, проводить доказательные рассуждения в ходе решения задач;
     4) владение стандартными приемами решения рациональных и иррациональных, показательных, степенных, тригонометрических уравнений и неравенств, их систем; использование готовых компьютерных программ, в том числе для поиска пути решения и иллюстрации решения уравнений и неравенств;
     5) сформированность представлений об основных понятиях, идеях и методах математического анализа;
     6) владение основными понятиями о плоских и пространственных геометрических фигурах, их основных свойствах; сформированность умения распознавать на чертежах, моделях и в реальном мире геометрические фигуры; применение изученных свойств геометрических фигур и формул для решения геометрических задач и задач с практическим содержанием;
     7) сформированность представлений о процессах и явлениях, имеющих вероятностный характер, о статистических закономерностях в реальном мире, об основных понятиях элементарной теории вероятностей; умений находить и оценивать вероятности наступления событий в простейших практических ситуациях и основные характеристики случайных величин;
8) владение навыками использования готовых компьютерных программ при решении задач

О проведении практической работы обучающимся сообщается заблаговременно: когда предстоит Практическое занятие, какие вопросы нужно повторить, чтобы ее выполнить. Просматриваются задания, оговаривается ее объем и время  выполнения. Критерии оценки сообщаются перед выполнением каждой практической работы.

Перед выполнением практической работы повторяются правила техники безопасности.

Критерии оценки результатов практической работы студентов:
· уровень освоения студентом учебного материала;
· умение студента использовать теоретические знания при выполнении практических задач;
· сформированность общеучебных умений;
· обоснованность и четкость изложения ответа;
· четкое и правильное выполнение заданий.

Критерии оценки результатов практической работы обучающихся:
	Оценка
	Критерии

	
«Отлично»

	Оценку «отлично» заслуживает обучающийся, обнаруживший всесторонние, систематические и глубокие знания теоретического материала, в соответствии с требованиями профессиональной образовательной программы, выполнивший полностью практическую (лабораторную) работу. Допускаются единичные несущественные ошибки, самостоятельно исправленные студентом.

	
«Хорошо»

	Оценку «хорошо» заслуживает обучающийся, обнаруживший полное знание программного материала, умеющий пользоваться нормативной и справочной документацией, успешно выполнивший предусмотренные практические задания, допустивший неточности при выполнении практической работы. Допускаются отдельные несущественные ошибки, исправленные студентом после указания на них.

	
«Удовлетвори-тельно»

	Оценку «удовлетворительно» заслуживает обучающийся, обнаруживший неполные знания программного материала, но умеющий пользоваться нормативной и справочной документацией, допустивший ошибки в выполнении практической работы. Допускаются отдельные существенные ошибки, исправленные с помощью преподавателя.

	
«Неудовлетво-рительно»

	Оценка «неудовлетворительно» выставляется обучающемуся, имеющему пробелы в знаниях программного материала по профессиональной образовательной программе, допустившему существенные ошибки в выполнении практических заданий или не выполнивший их.








Перечень практических занятий

	№

	Тема
	Кол-во часов



	1. Практическое занятие №1: Построение графиков функций.
	1

	2. Практическое занятие №2: Свойства функций. 
	1

	3. Практическое занятие №3: Числовая окружность
	1

	4. Практическое занятие №4: Нахождение точек по их координатам на числовой окружности.
	1

	5. Практическое занятие №5: Определение координат точек окружности.
	1

	6. Практическое занятие №6: Формулы приведения.
	1

	7. Практическое занятие №7,8: Преобразования простейших тригонометрических выражений.
	2

	8. Практическое занятие №9,10: Преобразования графиков тригонометрических функций.
	2

	9. Практическое занятие №11,12: Решение простейших тригонометрических уравнений с помощью числовой окружности.
	2

	10. Практическое занятие №13,14,15: Простейшие тригонометрические уравнения.
	3

	11. Практическое занятие №16,17,18: Решение тригонометрических уравнений.
	3

	12. Практическое занятие №19: Преобразование простейших тригонометрических выражений.
	1

	13. Практическое занятие №20: Синус и косинус двойного угла.
	1

	14. Практическое занятие №21: Преобразование простейших тригонометрических выражений.
	1

	15. Практическое занятие №22,23: Доказательство тождеств.
	2

	16. Практическое занятие №24 по теме «Формулы тригонометрии»
	1

	17. Практическое занятие №25: Применение аксиом стереометрии и их следствий
	1

	18. Практическое занятие №26: Решение задач на нахождение углов между прямыми в пространстве
	1

	19. Практическое занятие №27: Решение задач на взаимное расположение прямых и плоскостей
	1

	20. Практическое занятие №28: Решение задач на перпендикулярность прямой и плоскости»
	1

	21. Практическое занятие №29: Угол между прямой и плоскостью
	1

	22. Практическое занятие №30: «Решение задач на нахождение скалярного произведения векторов»
	1

	23. Практическое занятие №31: «Разложение вектора по двум неколлинеарным векторам»
	1

	24. Практическое занятие №32: «Разложение вектора по трем некомпланарным векторам»
	1

	25. Практическое занятие №33: «Вычисление углов между прямыми и плоскостями»
	1

	26. Практическое занятие №34 по теме «Векторы в пространстве»
	1

	27. Практическое занятие №35: «Техника вычисления пределов»
	1

	28. Практическое занятие №36,37: Техника дифференцирования
	2

	29. Практическое занятие №38,39: Дифференцирование сложной функции
	2

	30. Практическое занятие №40 по теме «Правила и формулы отыскания производных»
	1

	31. Практическое занятие №41: Составление уравнения касательной»
	1

	32. Практическое занятие №42: «Исследование функций на монотонность и экстремумы»
	1

	33. Практическое занятие №43,44: «Построение графиков функции»
	2

	34. Практическое занятие №45,46: Свойства степени с рациональным показателем 
	2

	35. Практическое занятие №47: Преобразование выражений, содержащих радикалы
	1

	36. Практическое занятие №48: Преобразование выражений, содержащих степени с рациональным и действительными показателями
	1

	37. Практическое занятие №49: Решение иррациональных уравнений
	1

	38. Практическое занятие №50 по теме «Корень n – ой степени»
	1

	39. Практическое занятие №51: Решение показательных уравнений.
	1


	40. Практическое занятие №52: Решение показательных неравенств
	1

	41. Практическое занятие №53: Решение систем уравнений и неравенств
	1

	42. Практическое занятие №54: Решение показательных уравнений и неравенств
	1

	43. Практическое занятие №55,56: Преобразование выражений, содержащих логарифмы.
	2

	44. Практическое занятие №57: Решение логарифмических уравнений.
	1

	45. Практическое занятие №58: Решение логарифмических уравнений и неравенств.
	1

	46. Практическое занятие №59: Дифференцирование показательной и логарифмической функций
	1

	47. Практическое занятие №60: Вычисление поверхности и объема призмы.
	1

	48. Практическое занятие №61: Вычисление поверхности и объема пирамиды.
	1

	49. Практическое занятие №62 по теме «Многогранники»
	1

	50. Практическое занятие №63: Вычисление поверхности и объема цилиндра.
	1

	51. Практическое занятие №64: Вычисление поверхности и объема конуса.
	1

	52. Практическое занятие №65: Нахождение первообразных.
	1

	53. Практическое занятие №66: Вычисление интегралов. 
	1

	54. Практическое занятие №67: Вычисление площадей плоских фигур
	1

	55. Практическое занятие №68,69: Решение физических и технических задач, связанных с понятием определенного интеграла
	2

	56. Практическое занятие №70: Статистическая обработка данных. 
	1

	57. Практическое занятие №71: Представление данных в таблицу.
	1

	58. Практическое занятие №72: Построение диаграмм. Организационные диаграммы
	1

	59. Практическое занятие №73: Решение практических задач с применением вероятностных методов
	1

	60. Практическое занятие №74: Решение простейших систем уравнений с двумя неизвестными. 
	1

	61. Практическое занятие №75: Основные приемы решения систем уравнений: введение новых переменных. 
	1

	62. Практическое занятие №76: Метод интервалов. 
	1

	63. Практическое занятие № 77 по теме «Уравнения и неравенства»
	1

	64. Практическое занятие №78: Подготовка к экзамену. Решение типового экзаменационного варианта.
	1

	65. Практическое занятие №79: Подготовка к экзамену. Решение типового экзаменационного варианта.
	1

	      80. Практическое занятие №80: Подготовка к экзамену. Решение                  типового экзаменационного варианта.
	1

	Итого				
	80

	Контрольные работы (см. КОС)	
	10

	Всего
	90






























Практическое занятие №1 «Построение графиков функций»
Цель работы:
студент должен:
знать:
1. элементарные функции, что является их графиками;
уметь:
1. строить графики элементарных функций.

Сведения из теории:
Числовая функция
Числовой функцией с областью определения D называется соответствие, при котором каждому числу х из множества D сопоставляется по некоторому правилу число у, зависящее от х.
Функции обычно обозначают латинскими буквами. Рассмотрим произвольную функцию f. Независимую переменную х называют аргументом функции. Число у, соответствующее числу х, называют значением функции f в точке х и обозначают f(х). Область определения функции f обозначают D(f). Множество, состоящее из всех чисел f(х), таких, что х принадлежит области определения функции f, называют областью значений функции и обозначают Е(f).
Графиком функции f называют множество всех точек (х; у) координатной плоскости, где у=f(х), а х «пробегает» всю область определения функции f.

График линейной функции
Линейная функция задается уравнением у=ах+b. Графиком линейной функций является прямая. Чтобы построить прямую достаточно две точки.

Пример 49.
Построить график функции у=2х+1. 
Решение:
найдем две точки. В качестве одной из точек выгодно выбрать нуль. Если х=0, то у=2·0+1=1.
Берем еще какую-нибудь точку, например, 1. Если х=1, то у=2·1+1=3.
При оформлении заданий координаты точек обычно сводятся в таблицу:
	х
	0
	1

	у
	1
	3


Две точки найдены, выполним чертеж:

Рисунок 2. График функции у=2х+1

При оформлении чертежа всегда подписываем графики.
Частные случаи линейной функции

Рисунок 3. Частные случаи графика линейной функции


1) Линейная функция вида у=ах (а≠0) называется прямой пропорциональностью. Например, . График прямой пропорциональности всегда проходит через начало координат. Таким образом, построение прямой упрощается – достаточно найти всего одну точку.
2) Уравнение вида у=b задает прямую, параллельную оси Ох, в частности, сама ось Ох задается уравнением у=0. 
3) Уравнение вида х=b задает прямую, параллельную оси Оу, в частности, сама ось Оу задается уравнением х=0.

График квадратичной, кубической функции
Парабола. График квадратичной функции у=ax2+bx+c (а≠0) представляет собой параболу. Рассмотрим канонический случай: у=x2. Область определения – любое действительное число. Функция у=x2 является чётной. Если функция является чётной, то ее график симметричен относительно оси Оу.

Рисунок 4. График функции у=x2

Пример 50.
Построить график функции у=-х2+2х.
Решение:


сначала находим вершину параболы: , . Рассчитываем соответствующее значение «игрек»: у=-12+2·1=-1+2=1. Таким образом, вершина находится в точке (1; 1).
Теперь находим другие точки, при этом пользуемся симметричностью параболы.
	х
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	у
	-8
	-3
	0
	1
	0
	-3
	-8


Выполним чертеж:

Рисунок 5. График функции у=-х2+2х

Для квадратичной функции у=ax2+bx+c (а≠0) справедливо следующее: Если a>0, то ветви параболы направлены вверх. Если a<0, то ветви параболы направлены вниз.

Кубическая парабола
Кубическая парабола задается функцией у=х3. Область определения, область значений – любое действительное число. Функция является нечётной. График строим по точкам:
	х
	-2
	-1
	0
	1
	2

	у
	-8
	-1
	0
	1
	8




Рисунок 6. График функции у=х3


График функции . 
Область определения: D(y): [0; +∞). Область значений: E(y): [0; +∞). То есть, график функции полностью находится в первой координатной четверти. При построении подбираем такие значения «икс», чтобы корень извлекался нацело:
	х
	0
	1
	4
	9

	у
	0
	1
	2
	3


Строим график:


Рисунок 7. График функции 

Гипербола

Общий вид . Область определения: D(y): (-∞; 0) и (0; +∞). Область значений: E(y): (-∞; 0) и (0; +∞). Функция является нечётной, гипербола симметрична относительно начала координат.
Выполним чертеж:


Рисунок 8. График функции 


График функции вида  (а≠0) представляют собой две ветви гиперболы.
Если а>0, то гипербола расположена в первой и третьей координатных четвертях. Если а<0, то гипербола расположена во второй и четвертой координатных четвертях.

Пример 51.

Построить правую ветвь гиперболы .
Решение:
значения х выгодно подбираем так, чтобы делилось нацело:
	х
	1
	2
	3
	6

	у
	6
	3
	2
	1


Выполним чертеж:


Рисунок 9. График функции 

Задания для самостоятельного решения:
Построить графики функций:
	1 вариант
1) у=x2+2x+3;

2) ;

3) .
	2 вариант
1) у=x2-4x;

2) ;

3) .
	3 вариант
1) у=-x2+2x-1;

2) ;

3) .

	4 вариант

1) у=-x2+x;

2) ;

3) .
	5 вариант
1) у=-2x2+3x;

2) ;

3) .
	6 вариант

1) у=x2+x+3;

2) ;

3) .

	7 вариант
1) у=x2-6x;

2) ;

3) .
	8 вариант
1) у=-x2+8x+1;

2) ;

3) .
	9 вариант
1) у=-2x2+x-3;

2) ;

3) .



Контрольные вопросы:
1. Что называется функцией?
2. Что является графиком линейной, квадратичной функций?

Практическое занятие №2 «Свойства функций»

Цель: сформировать умение использовать свойства функции для ее исследования, решать задачи и упражнения по данной теме.
Теоретические сведения к практической работе
Если каждому элементу х из множества Х по некоторому правилу f поставлен в соответствие элемент у множестваY, то говорят, что на множестве Х определена функция со значениями в множестве Y, и записывают y=f(х).
	Множество Х называется областью определения функции D(f), а множество Y – областью значений функции E(f).
Пример 1. Найти область определения функции 


Основные свойства функции:
1. Четность и нечетность. Функция y=f(x) называется четной, если для любых значений х из области определения f(-x)=f(x), и называется нечетной, если f(-x)=-f(x). В противном случае функция y=f(x) называется функцией общего вида.
Пример 2. Установить четность или нечетность функции.


2. Монотонность. Функция y=f(x) называется возрастающей (убывающей) на некотором промежутке Х из области определения, если большему значению аргумента из этого промежутка соответствует большее (меньшее) значение функции.
3. 

Ограниченность. Функция y=f(x) называется ограниченной на некотором промежутке Х из области определения, если существует число М>0, такое, что  для любого .
4. Периодичность. Функция y=f(x) называется периодической с периодом Т>0, если для любых значений х из области определения f(x+T)=f(x-T)=f(x).

Если каждому значению цены p за единицу товара поставлено в соответствие число q – количество товара, которое потребители готовы купить по данной цене за определенный промежуток времени, то говорят, что задана функция спроса, и пишут q=f(p).



Эта функция определена для тех значений , для которых  и множество ее значений .
График функции спроса называют кривой спроса.

Пример 3. Функция спроса на некоторый товар имеет вид , где q – количество товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
1. Область определения и множество значений этой функции
1. 
Функцию цены в виде 
1. 
Объем спроса при ценах на товар: 
1. 
Цену за единицу товара, если , 
1.  Выручку продавцов в каждом из этих случаев.
Решение: 1) Получим систему неравенств:


Выразим значение p через q:




Из закона спроса следует, что с увеличением цены р от нуля до 3500 руб. спрос должен падать. В нашем случае функция q убывает в промежутке , следовательно, множество значений функции .
1. 
Функция цены имеет вид 
1. 

1. 

1. 
Выручка от продажи составляет , следовательно,



Если каждому значению цены p за единицу товара поставлено в соответствие число q – количество товара, которое производители готовы продать по данной цене за определенный промежуток времени, то говорят, что задана функция предложения, и пишут q=φ(p).



Эта функция определена для тех значений , для которых  и множество ее значений .

Пример 4. Функция предложения некоторого товара на рынке имеет вид , где q – количество предлагаемого товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
1. Область определения и множество значений функции q
2. 
Объем предложения при ценах за единицу товара: 
3. 
Зависимость цены за единицу товара от объема спроса, т.е. функцию 
Решение: 1) Найдем область определения: 




Множество значений функции q при  будет .
1. 
При 
1. 
Найдем функцию 



Содержание практической работы:
Задание 1. Найти область определения функции 


Задание 2. Установить четность или нечетность функции.



Задание 3. а) Функция спроса на некоторый товар имеет вид , где q – количество товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
1. Область определения и множество значений этой функции
1. 
Функцию цены в виде 
1. 
Объем спроса при ценах на товар: 
1. 
Цену за единицу товара, если , 
1.  Выручку продавцов в каждом из этих случаев.


б) Функция спроса на некоторый товар имеет вид , где q – количество товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
1. Область определения и множество значений этой функции
1. 
Функцию цены в виде 
1. 
Объем спроса при ценах на товар: 
1. 
Цену за единицу товара, если , 
1.  Выручку продавцов в каждом из этих случаев.


Задание 4. а) Функция предложения некоторого товара на рынке имеет вид , где q – количество предлагаемого товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
4. Область определения и множество значений функции q
5. 
Объем предложения при ценах за единицу товара: 
6. 
Зависимость цены за единицу товара от объема спроса, т.е. функцию 

б) Функция предложения некоторого товара на рынке имеет вид , где q – количество предлагаемого товара (тыс. шт.); p – цена единицы товара (руб.). Требуется найти:
7. Область определения и множество значений функции q
8. 
Объем предложения при ценах за единицу товара: 
9. 
Зависимость цены за единицу товара от объема спроса, т.е. функцию 

Практическое занятие №3 «Числовая окружность»
Цель работы:
студент должен:
знать:
1. определения радиана, синуса, косинуса, тангенса и котангенса числового аргумента;
1. значения тригонометрических функций некоторых аргументов;
1. знаки значений тригонометрических функций по координатным четвертям;
уметь:
1. переводить значения углов из радианной меры угла в градусную меру и наоборот;
1. вычислять простейшие тригонометрические выражения.

Сведения из теории:
Радианная мера
Угол в 1 радиан – это такой центральный угол, длина дуги которого равна радиусу окружности.

Радианная и градусная меры связаны между собой зависимостью1800=π радиан; угол в n0= радиан.
Значения тригонометрических функций могут быть найдены так, как это делалось в курсе геометрии, из прямоугольного треугольника с гипотенузой равной 1 и по очереди задаваемых углов: 300, 450, 600.

Знаки тригонометрических функций по координатным четвертям:
	Номер координатной четверти
	I
	II
	III
	IV

	sinα
	+
	+
	–
	–

	cosα
	+
	–
	–
	+

	tgα
	+
	–
	+
	–

	ctgα
	+
	–
	+
	–



Единственная четная функция – косинус
cos(-α)=cosα.
Все остальные основные тригонометрические функции нечетные:
sin(-α)= -sinα;
tg(-α)= -tgα;
сtg(-α)= -сtgα.

Таблица 2. Значения основных тригонометрических функций
	Радианная мера угла
	0
	

	

	

	

	

	

	

	π

	Градусная мера угла
	00
	300
	450
	600
	900
	1200
	1350
	1500
	1800

	Sinα
	0
	

	

	

	1
	

	

	

	0

	Cosα
	1
	

	

	

	0
	

	

	

	-1

	Tgα
	0
	

	1
	

	–
	

	-1
	

	0

	Ctgα
	–
	

	1
	

	0
	

	-1
	

	–



	Радианная мера угла
	

	

	

	

	

	

	

	2π

	Градусная мера угла
	2100
	2250
	2400
	2700
	3000
	3150
	3300
	3600

	Sinα
	

	

	

	-1
	

	

	

	0

	Cosα
	

	

	

	0
	

	

	

	-1

	Tgα
	

	1
	

	–
	

	-1
	

	0

	Ctgα
	

	1
	

	0
	

	-1
	

	–



Пример 30.
Вычислите: sin4050.
Решение:
полный круг – 3600 можно «отбросить»: 

sin4050=sin(4050-3600)=sin450=.

Пример 31.
Выразите в радианной мере значение угла 360.
Решение:

чтобы «перевести» градусную меру угла в радианную, необходимо заданное значение умножить на , т.о. получим

360=

Пример 32.

Выразите в градусной мере значение угла .
Решение:

чтобы «перевести» радианную меру угла в градусную, необходимо заданное значение умножить на , т. о. получим



Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 600;  .
№2. Вычислите:


	2 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 1800; .
№2. Вычислите:


	3 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 2700; .
№2. Вычислите:



	4 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 1200; .
№2. Вычислите:


	5 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 3100; .
№2. Вычислите:


	6 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 3600; .
№2. Вычислите:



	7 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 15000; .
№2. Вычислите:


	8 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 2160; .
№2. Вычислите:


	9 вариант

№1. Выразите в радианной (градусной) мере значение угла: 900; .
№2. Вычислите:





Контрольные вопросы:
· Что называется углом в 1 радиан?
· В каких единицах измеряются углы?
· Перечислите значения некоторых тригонометрических функций.


Практическое занятие №4 «Нахождение точек по их координатам на числовой окружности»
студент должен:
знать:
определение числовой окружности
точки числовой окружности
уметь:
находить криволинейные координаты точки на числовой окружности
Сведения из теории:
Нарисуем окружность, радиус которой равен 1. Самую «правую» точку этой окружности обозначим буквой O:

Поскольку радиус этой окружности равен 1, то её длина равна .
Каждому действительному числу можно поставить в соответствие длину траектории вдоль числовой окружности от точки O. За положительное направление принимается направление движения против часовой стрелки. За отрицательное – по часовой стрелке:

Расположение точек на числовой окружности
Как мы уже отмечали, длина числовой окружности (единичной окружности) равна . Где тогда будет располагаться на этой окружности число ? Очевидно, от точки O против часовой стрелки нужно пройти половину длины окружности, и мы окажемся в нужной точке. Обозначим её буквой B:

Обратите внимание, что в ту же точку можно было бы попасть, пройдя полуокружность в отрицательном направлении. Тогда бы мы отложили на единичной окружности число . То есть числам  и  соответствует одна и та же точка.
Причём этой же точке соответствуют также числа , , ,  и, вообще, бесконечное множество чисел, которые можно записать в виде , где , то есть принадлежит множеству целых чисел. Всё это потому, что из точки B можно совершить «кругосветное» путешествие в любую сторону (добавить или вычесть длину окружности ) и попасть в ту же самую точку. Получаем важный вывод, который нужно понять и запомнить.
Каждому числу соответствует единственная точка на числовой окружности. Но каждой точке на числовой окружности соответствует бесконечно много чисел.
Разобьем теперь верхнюю полуокружность числовой окружности на дуги равной длины точкой C. Легко видеть, что длина дуги OC равна . Отложим теперь от точки C дугу той же длины в направлении против часовой стрелки. В результате попадём в точку B. Результат вполне ожидаемый, поскольку . Отложим эту дугу в том же направлении ещё раз, но теперь уже от точки B. В результате попадём в точку D, которая будет уже соответствовать числу :

Заметим опять, что эта точка соответствует не только числу , но и, например, числу , потому что в эту точку можно попасть, отложив от точки O четверть окружности в направлении движения часовой стрелки (в отрицательном направлении).
И, вообще, отметим снова, что этой точке соответствует бесконечно много чисел, которые можно записать в виде . Но их также можно записать в виде . Или, если хотите, в виде . Все эти записи абсолютно равнозначны, и они могут быть получены одна из другой.
Разобьём теперь дугу на OC пополам точкой M. Сообразите теперь, чему равна длина дуги OM? Правильно, вдвое меньше дуги OC. То есть . Каким числам соответствует точка M на числовой окружности? Уверен, что теперь вы сообразите, что эти числа можно записать в виде .
Но можно и иначе. Давайте в представленной формуле возьмём . Тогда получим, что . То есть эти числа можно записать в виде . Этот же результат можно было получить, используя числовую окружность. Как я уже говорил, оба записи равнозначны, и они могут быть получены одна из другой.
Теперь вы легко можете привести пример чисел, которым соответствуют точки N, P и K на числовой окружности. Например, числам ,  и :

Часто именно минимальные положительные числа и берут для обозначения соответствующих точек на числовой окружности. Хотя это совсем не обязательно, и точке N, как вы уже знаете, соответствует бесконечное множество других чисел. В том числе, например, число .
Если разбить дугу OC на три равные дуги точками S и L, так что точка S будет лежать между точками O и L, то длина дуги OS будет равна , а длина дуги OL будет равна . Используя знания, которые вы получили в предыдущей части урока, вы без труда сообразите, как получились остальные точки на числовой окружности:

Задание: 
1. Обозначьте на числовой окружности точку, которая соответствует данному числу: 
2.  Какой четверти числовой окружности принадлежит точка, соответствующая числу: 2; 5; -5; -9; -17; 31; -95.?
3. 
4. Сопоставьте дугу на окружности и её аналитическую запись.



	а
	Б
	в
	г

	
	
	
	




Практическое занятие №5 «Определение  координат точек окружности»
Цель работы:
студент должен:
знать:
1. Точки числовой окружности
уметь:
2. Определять координаты точек числовой окружности
Сведения из теории:

Самостоятельная работа.
Вариант 1
1. Обозначьте на числовой окружности точку, которая соответствует заданному числу, и найдите её декартовы координаты:


2. Найдите на числовой окружности точки с данной абсциссой  и запишите, каким числам t они соответствуют.

3. Обозначьте на числовой окружности точки с ординатой, удовлетворяющей неравенству  и запишите при помощи двойного неравенства, каким числам t они соответствуют.
Вариант 2
1. Обозначьте на числовой окружности точку, которая соответствует данному числу, и найдите её декартовы координаты:

2. Найдите на числовой окружности точки с данной ординатой у = 0,5 и запишите, каким числам t они соответствуют.

3. Обозначьте на числовой окружности точки с абсциссой,  удовлетворяющей неравенству  и запишите при помощи двойного неравенства, каким числам t они соответствуют.
Ответьте на вопросы:
– Как найти на окружности точку, абсцисса которой удовлетворяет заданному уравнению?
– Как найти на окружности точку, ордината которой удовлетворяет заданному уравнению?
– Назовите алгоритм решения неравенств с помощью числовой окружности.

Практическое занятие №6 «Формулы приведения»

Цель работы:
студент должен:
знать:
основные тригонометрические тождества;
формулы приведения;
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя основные тригонометрические тождества, формулы приведения.

Сведения из теории:
Основные формулы тригонометрии
Из определений синуса, косинуса, тангенса и котангенса следуют основные тригонометрические тождества:
sin2α+cos2α=1;


tgα∙ctgα=1;




Основой для остальных формул являются формулы сложения:
cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ;
cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ;
sin(α-β)=sinαcosβ-cosαsinβ;
sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ;




Из формул сложения, полагая , где n Є Z, получаем формулы приведения преобразования выражений вида:




sin, cos, tg, ctg, n Є Z.
Для запоминания этих формул удобно пользоваться мнемоническим правилом:
1. Перед приведенной функцией ставится тот знак, который имеет исходная функция в соответствующей координатной четверти:
2. Функция меняется на «кофункцию», если n нечетно; функция не меняется, если n четно. (Кофункциями синуса, косинуса, тангенса и котангенса называются соответственно косинус, синус, котангенс, тангенс).

Пример 1
Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно: 0,4 и 0,7.
Решение:
используя основное тригонометрическое тождество sin2α+cos2α=1, имеем:
0,42+0,72=0,16+0,49=0,65.
Т.к. 0,65≠1 значения синуса и косинуса одного и того же числа не могут быть равными соответственно: 0,4 и 0,7.

Пример 2
Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если: sinα=-0,8 и π<α<1,5π.
Решение:
используя основное тригонометрическое тождество sin2α+cos2α=1, имеем:
cos2α=1-sin2α, тогда cos2α=1-(-0,8)2=1-0,64=0,36.
Т. к. π<α<1,5π (III координатная четверть), то cosα=-0,6.


По формуле  вычисляем 


По формуле tgα∙ctgα=1 вычисляем ctgα=1׃=.

Задания для самостоятельного решения:

	1 вариант
1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно: 0,5 и 0,5.
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если: 


cosα= и .
	2 вариант
1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно: 0,2 и -0,8.
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:


sinα= и .
	3 вариант
1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно: 0,6 и -0,8.
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:


cosα= и .

	4 вариант


1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно:  и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:

sinα=0,5 и .
	5 вариант


1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно:  и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:

cosα=0,4 и .
	6 вариант


1) Могут ли синус и косинус одного и того же числа быть равными соответственно:  и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:


sinα= и .

	7 вариант


1) Могут ли тангенс и котангенс одного и того же числа быть равными соответственно:  и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:


cosα= и .
	8 вариант

1) Могут ли тангенс и котангенс одного и того же числа быть равными соответственно: 2,4 и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:

sinα=0,7 и .
	9 вариант


1) Могут ли тангенс и котангенс одного и того же числа быть равными соответственно:  и .
2) Найдите значения других трех основных тригонометрических функций, если:

cosα=0,9 и .



Контрольные вопросы:
1. Перечислите основные тригонометрические тождества.
1. Сформулируйте мнемоническое правило.

Практическое занятие №7,8 «Преобразования простейших тригонометрических выражений»
Цель работы:
студент должен:
знать:
формулы двойного угла тригонометрических функций;
формулы половинного аргумента тригонометрических функций;
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя формулы двойного угла.

Сведения из теории:
Формулы двойного угла тригонометрических функций:



Подставляя в формулы cos2t=1-2sin2t и cos2t=2cos2t-1 значение , получаем формулы половинного аргумента:




Разделив  на  получаем формулу



Пример 1
Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла, sin420.
Решение:

используя формулу , имеем 
sin420=sin(2∙210)=2sin210cos210.

Пример 2
Вычислите 2sin150cos150.
Решение:

используя формулу , имеем 
2sin150cos150=sin(2∙150)=sin300=0,5.

Пример 3
Вычислите sin(π/12).
Решение:

по формуле , имеем



Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: sin540.

2) Вычислите: .
	2 вариант

1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: tg.

2) Вычислите: .
	3 вариант
1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: cos160.

2) Вычислите: .

	4 вариант

1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: ctg.


2) Вычислите cosα, если  и .
	5 вариант

1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: sin.



2) Вычислите , если  и .
	6 вариант
1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: tg680. 



2) Вычислите , если  и .

	7 вариант

1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: cos.



2) Вычислите , если  и .
	8 вариант
1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: ctg 1020. 



2) Вычислите , если  и .
	9 вариант
1) Выразите функции данного угла через функции вдвое меньшего угла: tg 1620. 



2) Вычислите , если  и .



Контрольные вопросы:
1. Запишите формулы двойного угла тригонометрических функций.
2. Запишите формулы половинного аргумента тригонометрических функций.




Практическое занятие №9,10 «Преобразования графиков тригонометрических функций»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· графики элементарных функций;
· формулы преобразования графиков;
уметь:
· выполнять построение графиков функций с помощью параллельного переноса, растяжения, сжатия.

Сведения из теории:
Растяжение вдоль оси Оу с коэффициентом k, которое задается формулами:

.
Для построения графика функции y=kf(х) надо «растянуть» график функции y=f(х) в k раз вдоль оси ординат (|k|>1).
Если 0<|k|<1, то растяжение с коэффициентом k называют сжатием.

Пример 1

Построить графики функций: а) у=cos x; б) у=-2х2.
Решение:

а) в соответствии с правилом график функции у=cos x получается из у=cos x сжатием вдоль оси ординат с коэффициентом 3;
б) график функции у=-2х2 получается из у=х2 растяжением вдоль оси ординат с коэффициентом 2.

Растяжение вдоль оси Ох с коэффициентом k, которое задается формулами:

.
Для построения графика функции y=f(х/k) надо подвергнуть график функции y=f(х) растяжению с коэффициентом k вдоль оси абсцисс.

Пример 2.
Построить графики функций: а) у=sin(x/3); б) у=cos(2х).
Решение:
а) в соответствии с правилом график функции у=sin(x/3) получается из у=sin x растяжением вдоль оси Ох с коэффициентом 3;
б) график функции у=cos(2х) получается из у=cos х сжатием вдоль оси Ох с коэффициентом 2.

Задания для самостоятельного решения:
Построить в одной системе координат графики функций (записать цепочку движения):
	1 вариант

,

,

.
	2 вариант

,

,

.
	3 вариант

,

,

.

	4 вариант

,

,

.
	5 вариант

,

,

.
	6 вариант

,

,

.

	7 вариант

,

,

.
	8 вариант

,

,

.
	9 вариант

,

,

.



Контрольные вопросы:
1. Какими формулами задается растяжение (сжатие)?

Практическое занятие №11,12 «Решение простейших тригонометрических уравнений с помощью числовой окружности»

студент должен:
знать:
формулы для решения тригонометрических уравнений в общем виде и частные случаи решения;
уметь:
решать простейшие тригонометрические уравнения.

Задание 
1. С помощью тригонометрической окружности найти все точки на числовой окружности из промежутка [-2 которые соответствуют числам
 ,  , , , arcsin 0, arcsin
2. С какой из отмеченных на числовой окружности точек совпадает точка:
	
	1) 0 2) 3)  4) 
	

	
	1)  2)  3)  4) 
	

	
	1) 0 2)  3)  4) 
	

	
	1) 0 2)  3)  4) 
	


Задание 
Вы Решите предложенные уравнения ( записать ответ на карточке).  
	Вариант 1
	Вариант 2

	
	 
	
	 

	cos x = - 1
	 
	cos x = 0
	 

	
	 
	
	 

	sin x = 0
	 
	sin x = - 1
	 

	tg x = - 1
	 
	tg x = 1
	 


Проверить ответы с помощью таблицы.
	Вариант 1
	Вариант 2

	
	
	
	

	cos x = - 1
	
	cos x = 0
	

	
	

	
	


	sin x = 0
	
	sin x = - 1
	

	tg x = - 1
	
	tg x = 1
	



Практическое занятие №13,14,15,16 «Решение тригонометрических уравнений», «Простейшие тригонометрические уравнения»

Цель работы:
студент должен:
знать:
формулы для решения тригонометрических уравнений в общем виде и частные случаи решения;
уметь:
решать простейшие тригонометрические уравнения.

Сведения из теории:
Решение простейших тригонометрических уравнений

Уравнение cos t=a
Очевидно, что если |а|>1, то уравнение cos t=a не имеет решений, т.к. |cos t|≤1 для любого t.
Пусть |а|≤1. Надо найти все такие числа t, что cos t=a. На отрезке [0; π] существует только одно решение уравнения cos t=a – это число arсcos a.
Косинус – четная функция, и, значит на отрезке [-π; 0] уравнение также имеет единственное решение – это число –arсcos a.
Итак, уравнение cos t=a на отрезке [-π; π] длиной 2π имеет два решения t=±arсcos a (совпадающие при а=1).
Вследствие периодичности функции косинус все остальные решения отличаются от найденных на 2πn, (nЄZ), т.е. формула корней уравнения cos t=a имеет вид: 
t=±arсcos a+2πn, (n Є Z).

Пример 1.
Решите уравнение: cos t=1/2.
Решение:
по формуле t=±arсcos (1/2)+2πn, (n Є Z).
Поскольку arсcos (1/2)=π/3 приходим к ответу t=± π/3+2πn, (n Є Z).

Пример 2.
Решите уравнение: cos t=-0,2756.
Решение:
по формуле t=±arсcos (-0,2756)+2πn, (n Є Z).
Значение arсcos (-0,2756) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 1,85.
Итак, приходим к ответу t=±1,85+2πn, (n Є Z).

Пример 3.
Решите уравнение: cos (2х-π/4)=1/2.
Решение:
по формуле 
2х-π/4=±arсcos (1/2)+2πn, (n Є Z).
Поскольку arсcos (1/2)=π/3 получаем 
2х-π/4=± π/3+2πn, (n Є Z)
2х=π/4± π/3+2πn, (n Є Z). 
Разделив обе части уравнения на 2 получим ответ: х=π/8±π/6+πn, (nЄZ).

Уравнение sin t=a
Очевидно, что если |а|>1, то уравнение sin t=a не имеет решений, т.к. |sin t|≤1 для любого t.
При |а|≤1 на отрезке [-π/2; π/2] уравнение sin t=a имеет одно решение t1=arcsin a. На отрезке [π/2; 3π/2] функция синус убывает и принимает все значения от -1 до 1. По теореме о корне уравнение и на этом отрезке имеет одно решение.
Это решение есть число t2=π-arcsin a, т.к. sin t2=sin (π-t1)=sin t1=а. 
Кроме того, поскольку -π/2≤ t1≤π/2, 
имеем -π/2≤-t1≤π/2 
и π-π/2≤π-t1≤π+π/2, 
т.е. π/2≤ t2≤3π/2,  t2Є[π/2; 3π/2].
Итак, уравнение sin t=a на отрезке [π/2; 3π/2] имеет два решения t1=arcsin a и t2=π-arcsin a ( совпадающие при а=1). Учитывая, что период синуса равен 2π, получаем формулу для решения уравнения sin t=a:
t=(-1)karcsin a+πk, kЄZ.

Пример 4

Решите уравнение: sin t=.
Решение:

по формуле t=(-1)karсsin ()+πk, (k Є Z).

Поскольку arсsin ()=π/4 приходим к ответу t=(-1)k π/4+πk, (k Є Z).

Пример 5
Решите уравнение: sin t=0,3714.
Решение:
по формуле t=(-1)karсsin (0,3714)+πk, (k Є Z).
Значение arсsin (0,3714) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 0,3805.
Итак, приходим t= (-1)k0,3805+πk, (k Є Z).

Пример 6


Решите уравнение: sin =.
Решение:



функция синус нечетная, поэтому sin=-sin=-.


Тогда по формуле: =(-1)karсsin+πk, (k Є Z).


Т.к. arсsin=, имеем 


=(-1)k()+πk, (k Є Z) 
или

, (k Є Z).
Умножив обе части уравнения на 2, получим ответ:

, (k Є Z).

Уравнение tg x=a
При любом а на интервале (-π/2; π/2) существует одно число t , что tgt=a, – это arctg a. Поэтому уравнение tg x=a имеет на интервале (-π/2; π/2) длиной π единственный корень.
Функция тангенс имеет период π. Следовательно, остальные корни уравнения tg t=a отличаются от найденного на πn, (n Є Z), т.е. 
t=arctg a+πn, (n Є Z).

Пример 7

Решите уравнение: tg t=.
Решение:

по формуле t=arсtg()+πn, (n Є Z).



Поскольку arсtg()= приходим к ответу t=+πn, (n Є Z).

Пример 8
Решите уравнение: tg t=5,177.
Решение:
по формуле t=arсtg(5,177)+πn, (n Є Z).
Значение arсtg(5,177) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 1,38.
Итак, приходим t=1,38+πn, (n Є Z).

Сводная таблица решения простейших тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Решение

	
	

	sinx=a
	


	cosx=a
	


	tgx=a
	


	ctgx=a
	




Частные случаи решения простейших тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Частные случаи

	
	а=-1
	а=0
	а=1

	sinx=a
	

	

	


	cosx=a
	

	

	


	tgx=a
	

	

	


	ctgx=a
	

	

	




Задания для самостоятельного решения:
Решите уравнения:




	1 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	3 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	4 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	5 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	9 вариант

1) ;

2) ;

3) .



Контрольные вопросы:
1. Перечислите формулы для решения простейших тригонометрических уравнений в общем виде.
2. Перечислите формулы частных случаев решения простейших тригонометрических уравнений.



Практическое занятие №17,18,19 «Решение тригонометрических уравнений».

Цель работы:
студент должен:
знать:
методы решения тригонометрических уравнений;

уметь:
решать тригонометрические уравнения.

Сведения из теории:

Решение тригонометрического уравнения состоит из двух этапов:  преобразование уравнения для получения его простейшего вида ( см. выше ) и  решение полученного простейшего тригонометрического уравнения. Существует семь основных методов решения  тригонометрических уравнений.
[bookmark: TOC-1.-.-]1. Алгебраический метод. 
   ( метод замены переменной и подстановки ).
  
[bookmark: TOC-2.-.-]2. Разложение на множители. 
 
    П р и м е р  1.  Решить уравнение:  sin x + cos x = 1 .
 
    Р е ш е н и е .   Перенесём все члены уравнения влево:
 
                                                               sin x + cos x – 1 = 0 ,
 
                               преобразуем и разложим на множители выражение в
                               левой части уравнения:
                              
    П р и м е р   2.   Решить уравнение:  cos 2 x + sin x · cos x = 1.
 
    Р е ш е н и е .     cos 2 x + sin x · cos x – sin 2 x – cos 2 x = 0 ,
 
                                            sin x · cos x – sin 2 x = 0 ,
 
                                            sin x · ( cos x – sin x ) = 0 ,
                               
    П р и м е р   3.   Решить уравнение:  cos 2x – cos 8x + cos 6x = 1. 
     Р е ш е н и е .    cos 2x + cos 6x = 1 + cos 8x ,
 
                               2 cos 4x cos 2x = 2 cos ² 4x ,
 
                               cos 4x · ( cos 2x –  cos 4x ) = 0 ,
    
                               cos 4x · 2 sin 3x · sin x = 0 ,
                              1).  cos 4x = 0 ,               2).  sin 3x = 0 ,          3). sin x = 0 ,
                            
	 
	[bookmark: TOC-3.-.-]3. Приведение к однородному уравнению.
Уравнение называется однородным относительно  sin  и  cos, если все его члены одной и той же степени относительно sin  и cos  одного и того же угла. Чтобы решить однородное уравнение, надо
 
   а)  перенести все его члены в левую часть;
   б)  вынести все общие множители за скобки;
   в)  приравнять все множители и скобки нулю;
   г)  скобки, приравненные нулю, дают однородное уравнение меньшей степени, которое следует разделить на 
        cos ( или sin ) в старшей степени; 
   д)  решить полученное алгебраическое уравнение относительно tg. 
 
    П р и м е р .   Решить уравнение:  3sin 2 x + 4 sin x · cos x + 5 cos 2 x = 2.
 
    Р е ш е н и е .  3sin 2 x + 4 sin x · cos x + 5 cos 2 x = 2sin 2 x + 2cos 2 x ,
 
                             sin 2 x + 4 sin x · cos x + 3 cos 2 x = 0 ,
 
                             tan 2 x + 4 tan x + 3 = 0 ,  отсюда  y 2 + 4y +3 = 0 ,
 
                             корни этого уравнения:  y1 = 1,  y2 = 3,  отсюда
                             1)   tg x = –1,                  2)   tg x = –3,
                              


[bookmark: TOC-4.-.]
[bookmark: TOC-6.-.][bookmark: TOC-7.-.]Универсальная подстановка.
      П р и м е р .   Решить уравнение:  3 sin x – 4 cos x = 3 .
  
                               


Решить самостоятельно:
	1 вариант

1) 

2) ;

3) 

4) 

5) 
	2 вариант

1) ;

2) 

3) 

4) 

5) 


«Способы решения тригонометрических уравнений».
Самостоятельная работа по теме. 
1 вариант. 

Решите уравнения:



1).      2).      3). 



4).    5).    6).  


7).      8).  


 9).   10). 

11).  
Критерии оценивания работы: «3» - правильно решены 5 – 6 уравнений
                                                        «4» - правильно решены 7 – 8 уравнений
                                                        «5» - правильно решены 9 – 10 уравнений

2 вариант. 

Решите уравнения:



1).      2).      3). 



4).    5).    6).  


7).      8).  


 9).   10). 

11).  
Критерии оценивания работы: «3» - правильно решены 5 – 6 уравнений
                                                        «4» - правильно решены 7 – 8 уравнений
                                                        «5» - правильно решены 9 – 10 уравнений

Контрольные вопросы:
1. Назовите способы решения тригонометрических уравнений
2. Каким способом можно решить однородное тригонометрическое уравнение первой (второй) степени
3. В каком случае требуется введение новой переменной

Практическое занятие №19 «Преобразование простейших тригонометрических выражений»

Цель работы:
студент должен:
знать:
формулы преобразования суммы тригонометрических функций в произведение;
формулы преобразования произведения тригонометрических функций в сумму;
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя тригонометрические тождества.

Сведения из теории:
Формулы преобразования суммы тригонометрических функций в произведение:






Для преобразования произведения тригонометрических функций в сумму применяются формулы:



Пример 1
Преобразуйте в алгебраическую сумму sin5xsin3x.
Решение:

по формуле  имеем



Пример 2
Вычислите: sin400+sin200.
Решение:

по формуле  имеем



Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 
sin750+sin150.
3) Вычислите: 
sin52030’·cos7030’.
	2 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 
sin750+sin1050.
3) Вычислите: 
sin37030’·sin7030’.
	3 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 
соs750+соs150.
3) Вычислите:
8 cos7α·cos3α.

	4 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 


3) Вычислите: 
cos750·cos1050.
	5 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 


3) Вычислите: 
2 sin(x+α)·cos(x-α).
	6 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 


3) Вычислите: 
12 sin(-9α)·sin4α.

	7 вариант

1) Упростите:
.
2) Вычислите: 
tg22030’-tg67030’.
3) Вычислите: 
4 sin16α·sin4α.
	8 вариант

1) Упростите:
.
2) Вычислите: 
tg13030’+tg76030’.
3) Вычислите: 
4 cos(α+β)·cos(α-β).
	9 вариант
1) Упростите:

.
2) Вычислите: 
tg300+tg600.
3) Вычислите: 
4 cos150sin200sin400.



Контрольные вопросы:
1. Перечислите основные тригонометрические тождества.
2. Перечислите формулы двойного угла тригонометрических функций.
3. Какие есть формулы для преобразования суммы тригонометрических функций?

Практическое занятие 20, 21 «Синус и косинус двойного угла», «Преобразование простейших тригонометрических выражений»
студент должен:
знать:
формулы синуса, косинуса, тангенса двойного угла
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя данную формулу

Сведения из теории:
Преобразования тригонометрических выражений можно упростить, если рассмотреть частные случаи общих формул. Рассмотрим формулу синуса суммы 
[bookmark: Формула_синуса_двойного_аргумента]Формула синуса двойного аргумента
Получили формулу синуса двойного аргумента: 
Выведем формулу косинуса двойного аргумента. Используем формулу косинуса суммы  для случая  и получим:

[bookmark: Формула_косинуса_двойного_аргумента]Формула косинуса двойного аргумента
Формула косинуса двойного аргумента: 
Для вывода формулы тангенса двойного аргумента рассмотрим формулу тангенса суммы  при  В этом случае имеем:
[bookmark: Формула_тангенса_двойного_аргумента]Формула тангенса двойного аргумента
Получили формулу тангенса двойного аргумента: 

Пример №1
Упростите выражение:

Решение:
Применим формулы двойного аргумента:

Пример №2
Вычислите:

Решение:
Применим формулы двойного аргумента «справа налево»:

Пример №3
Найдите значение выражения  двумя способами.
Решение:
Первый способ. Применим формулы приведения:

Второй способ. Применим формулу синуса двойного аргумента:

Пример №4
Представьте данный угол в виде 

Решение:

Пример №5
Преобразуйте каждое из выражений с помощью формул двойного угла: 
Решение:
Представим угол в каждом из выражений в виде  и применим формулу двойного аргумента:

Пример №6
Упростите выражение:

Решение:
Применим формулы двойного аргумента и получим:

[bookmark: Пример_№7]Пример №7
Найдите значение выражения:

Решение:


[bookmark: Пример_№8]Пример №8
Вычислите 
Решение:
Применим формулу тангенса двойного аргумента и получим: 
[bookmark: Пример_№9]Пример №9
Вычислите:

Решение:

б)    По формулам приведения

Пример №10
Вычислите  если 
Решение:
 Так как  или  Поскольку 


Ответ:   
Пример №11
Решите уравнение 
Решение:
Используем формулу синуса двойного аргумента:

Ответ: 
Пример №12
Решите уравнение 
Решение:
Воспользуемся формулой синуса двойного угла и получим  или  Так как значения переменной, при которых  не являются корнями данного уравнения, то разделим обе части уравнения на  и получим 
Пусть  тогда уравнение примет вид   
Ответ: 
Пример №13
Докажите тождество 
Решение:
Умножим и разделим выражение на  и применим формулу синуса двойного аргумента:

Контрольные вопросы:

1.Назвать формулу синуса двойного угла
2.Назвать формулу косинуса двойного угла
3.Назвать формулу тангенса двойного угла

Практическое занятие №22,23 «Доказательство тождеств»

Цель работы:
студент должен:
знать:
формулы тригонометрии;
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя тригонометрические тождества.

Справочный материал
Основные тригонометрические тождества
· sin² α + cos² α = 1
· tg α · ctg α = 1
· tg α = sin α ÷ cos α
· ctg α = cos α ÷ sin α
· 1 + tg² α = 1 ÷ cos² α
· 1 + ctg² α = 1 ÷ sin² α
Формулы сложения
· sin (α + β) = sin α · cos β + sin β · cos α
· sin (α - β) = sin α · cos β - sin β · cos α
· cos (α + β) = cos α · cos β - sin α · sin β
· cos (α - β) = cos α · cos β + sin α · sin β
· tg (α + β) = (tg α + tg β) ÷ (1 - tg α · tg β)
· tg (α - β) = (tg α - tg β) ÷ (1 + tg α · tg β)
Формулы двойного угла
· cos 2α = cos² α - sin² α
· cos 2α = 2cos² α - 1
· cos 2α = 1 - 2sin² α
· sin 2α = 2sin α · cos α
· tg 2α = (2tg α) ÷ (1 - tg² α)
Формулы понижения степени
· sin² α = (1 - cos 2α) ÷ 2
· sin³ α = (3sin α - sin 3α) ÷ 4
· cos² α = (1 + cos 2α) ÷ 2
	
Доказательство тригонометрических тождеств
При доказательстве любых  тождеств,  и  в частности   тригонометрических,  обычно  используют следующие способы:
1)   выражение, стоящее и одной части равенства, с помощью тождественных преобразований приводят к выражению, стоящему в   другой   части   равенства;
2)   выражения, стоящие в левой и  правой частях тождества, с помощью  тождественных   преобразований   приводят  к одному и тому же виду;
3)  доказывают,  что разность между левой и правой частями данного тождества равна нулю.
Поясним это на некоторых частных примерах.
Пример 1.   Доказать тождество
sin4α — cos4α  = sin2 α  — cos2 α .
Используя формулу для разности квадратов двух чисел, получаем:
sin4α — cos4α = (sin2α + cos2α) (sin2α — cos2α).
Ho sin2α  + cos2α  = 1.   Поэтому
sin4α — cos4α = sin2α — cos2α, что и требовалось доказать.



Выполнить самостоятельно: 
Доказать тождества:

	  Ф.И.________________________
	
Ф.И._____________________

	Основные формулы тригонометрии
	Основные формулы тригонометрии

	1 вариант
	2 вариант

	Закончи формулу:
1.  (
1
cos² α
)
2.  (
tg α – tg β
1 + tg α tg β
)
3. sin²α+cos²α=
4.  (
2 tg α
1 – tg²α
)
5. ctg²α + 1=
6. cos 2α=
7. cos α cos β – sin α sin β=
8. 2 sin α cos α=
9. cos (α+β)= 
10.  (
1 – cos 2α
2
)

	Закончи формулу:
1. tg (α–β)=
2. tg²α + 1=               
3. cos²α – sin²α=
4.  (
1 + cos 2α
2
)
5. tg α • ctg α=
6.  (
tg α + tg β
1 – tg α tg β
)
7. sin α cos β – sin β cos α=
8. sin 2α=
9.  (
2 tg α
1 – tg²α
)
10.  (
1
sin² α
)


































Контрольные вопросы:
1.Какие способы используют при доказательстве любых  тождеств,  и  в частности тригонометрических?
2.Назовите основное тригонометрическое тождество
3. Назовите формулы двойного угла
4. Перечислите формулы сложения

Практическое занятие  «Формулы тригонометрии»
Цель работы:
студент должен:
знать:
формулы тригонометрии;
уметь:
выполнять преобразования тригонометрических выражений, используя тригонометрические тождества.

Формулы тригонометрии — это соотношения между основными тригонометрическими функциями – синусом, косинусом, тангенсом и котангенсом.
[bookmark: Тригонометрические_выражения]Тригонометрические выражения
Выражение, в котором переменная содержится под знаками тригонометрических функций, называют тригонометрическим. Для преобразования тригонометрических выражений используют свойства тригонометрических функций, отмеченные в пп. 100—105, и формулы тригонометрии, указанные ниже в пп. 125—131.
[bookmark: Формулы_сложения_и_вычитания_аргументов]Формулы сложения и вычитания аргументов

Формулы (1)—(4) справедливы для любых  Формула (5) верна при отличных от  Формула (6) верна при  отличных от 
[bookmark: Пример_1.]Пример 1.
Вычислить sin 75°.
Решение: 
Имеем sin 75° = sin (30° + 45°). Воспользовавшись формулой (3) при  получим 
sin (30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°.
Известно, что   (см. п. 99). Значит, 
Итак, 
[bookmark: Пример_2.]Пример 2.
Упростить выражение 
Решение: 
Воспользуемся для  и  формулами (3) и (1) и учтем, что 

Пример 3.
Вычислить cos 15°.
Решение: 
Имеем 15° = 45° - 30°. Воспользовавшись формулой (2) при  получим
cos 15° = cos (45° - 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° =

[bookmark: Пример_4.]Пример 4.
Найти , если .
Решение: 
Воспользуемся формулой (5) и учтем, что :

[bookmark: Формулы_приведения]Формулы приведения
Под формулами приведения понимают обычно формулы, сводящие значение тригонометрической функции аргумента вида  к функции аргумента . 
Пусть, например, нужно вычислить 
Имеем:

Аналогично,

Подобным же образом выводятся и остальные формулы приведения. Эти формулы даны в следующей таблице:

[bookmark: Соотношения_между_тригонометрическими_фу]Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента
Если в формуле (2) из п. 125 положить , то получим

откуда, в свою очередь, находим, что

Тождество (2) справедливо при  а тождество (3) — при 
Равенства (1), (2), (3) связывают между собой различные тригонометрические функции одного и того же аргумента. Известны еще два равенства, связывающие между собой различные тригонометрические функции одного и того же аргумента:

Перемножая эти равенства, получаем равенство

справедливое при 
Пример 1.
Известно, что , причем  Найти cos t, tg t, ctg t.
Решение: 
Из формулы (1) получаем . Подставив вместо sin t его значение, получим

Итак, ; значит, либо 
По условию, , т. е. аргумент t принадлежит III четверти. Но в III четверти косинус отрицателен; значит, из двух указанных выше возможностей выбираем одну: 
Зная sin t и cos t, находим tg t и ctg t:

Пример 2.
Известно, что , причем . Найти sin t, cos t, tg t.
Peшeние: 
Из формулы (3) находим 
Подставив вместо ctg t его значение, получим

Итак, . Значит, либо , либо  По условию,  Значит, t принадлежит II четверти, а во II четверти синус положителен. Поэтому из двух указанных возможностей выбираем одну: 
Для отыскания значения cos t воспользуемся определением котангенса: . Из этого равенства находим

Осталось вычислить значение tg t. Из равенства  находим, что . Итак,

[bookmark: Формулы_двойного_аргумента]Формулы двойного аргумента
Если в формулах (3), (1), (5) из п. 125 положить  то получим следующие тождества:

С помощью формул (1), (2) и (3) можно выразить синус, косинус, тангенс любого (допустимого) аргумента через тригонометрические функции вдвое меньшего аргумента. Например, справедливы следующие равенства:

В ряде случаев полезным оказывается использование полученных формул «справа налево», т. е. замена выражения 2 sin t cos t выражением sin 2t (или выражения sin t cos t — выражением , выражения  — выражением cos 2t и, наконец, выражения     — выражением tg 2t.
[bookmark: Пример:_]Пример: 
Упростить выражение tg t - ctg t.
Решение:

[bookmark: Формулы_понижения_степени]Формулы понижения степени
Зная, что  (см. n. 128), находим, что

Формулы (1) и (2) называют формулами понижения степени. Они позволяют преобразовывать  и  в выражения, содержащие первую степень косинуса двойного аргумента. Например, используя формулы (1) и (2), можем получить следующие равенства:

Формулы (1) и (2) используют и «справа налево» для преобразования сумм 1 + cos 2t, 1 - cos 2t в произведения. Например, верны следующие равенства:

Пример 1.
Доказать тождество 
Решение: 
Знаменатель правой части преобразуем по формуле (1), а числитель — по формуле синуса двойного аргумента (см. п. 128). Получим

Пример 2.
Вычислить , если известно, что .
Решение: 
Воспользовавшись тем, что , применим формулы понижения степени. Получим

[bookmark: Преобразование_сумм_тригонометрических_ф]Преобразование сумм тригонометрических функций в произведение

Пример 1.
Преобразовать в произведение cos 48° - cos 12°.
Решение: 
Применив формулу разности косинусов при , получим

Так как  , то окончательно получим
cos 48° - cos 12° = - sin 18°.
Пример 2.
Преобразовать в произведение
sin х + cos 2х - sin Зх.
Решение:

[bookmark: Преобразование_произведений_тригонометри]Преобразование произведений тригонометрических функций в сумму

Пример: 
Преобразовать в сумму произведение sin 43° cos 19°.
Решение: 
Воспользовавшись формулой (1) при , получим

[bookmark: Преобразование_выражения__к_виду_.]Преобразование выражения  к виду .
Любое выражение вида  можно представить в виде .
Для этого вынесем за скобки выражение :
 
Ho . Это значит, что точка с координатами  удовлетворяет уравнению , т. е. лежит на числовой окружности; поэтому существует такое , что

Обозначив для краткости  через А, получаем

Применив к выражению в скобках формулу (2) из п. 125, получим

Числа  связаны друг с другом соотношениями:

Например,  где 
[bookmark: Примеры_преобразований_выражений,_содерж]Примеры преобразований выражений, содержащих обратные тригонометрические функции
Пример 1.
Упростить выражение cos (arcsin х), где .
Решение: 
Положим arcsin х = у. Тогда sin у = х, . Нужно найти cos у.
Известно, что  значит,  Но , а на отрезке  косинус принимает лишь неотрицательные значения. Поэтому  т.е. 
Пример 2.
Вычислить .
Решение: 
Положим . Тогда 
Нужно вычислить 
Имеем  ; значит, 
Так как, далее,  
откуда
По условию,  значит,  а в интервале  имеем  Итак,  т. е. 
Пример 3.
Доказать, что для любого х из [- 1; 1] справедливо тождество

Решение: 
Вычислим значения синуса левой и правой частей проверяемого равенства:

Синусы, как мы видим, равны, поэтому, чтобы убедиться в справедливости равенства (1), осталось показать, что  принадлежат одно-му и тому же промежутку монотонности функции у = sin х (без проверки этого условия можно получить неверный результат, ведь тригонометрические функции могут принимать одинаковые значения и для различных значении аргумента, например )
Имеем  Далее, а поэтому  Итак, arcsin х и  принадлежат одному промежутку монотонности  функции у = sin х. Теперь можно считать, что тождество (1) доказано. Аналогично можно доказать, что

Контрольные вопросы

1.Назвать формулы тригонометрии


Практическое занятие №24,25 «Применение аксиом стереометрии и их следствий»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- аксиомы стереометрии;
- следствия их аксиом
уметь:
решать задачи

Сведения из теории:
Основные фигуры в пространстве: точки, прямые и плоскости.
	
	
	

	рис. 1
	рис. 2
	рис. 3


Основные свойства точек, прямых и плоскостей, касающиеся их взаимного расположения, выражены в аксиомах.

А1. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна.
	
	А
В       (точки А, В, С лежат в плоскости )
С

	рис. 4
	


А2. Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости
	
	АB 
Прямая АВ лежит в плоскости 

	рис. 5
	


Замечание. Если прямая и плоскость имеют только одну общую точку, то говорят, что они пересекаются.
	
	а   = М
Прямая а и плоскость  пересекаются в точке М.

	рис. 6
	


А3. Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей.
	
	   = a
 и  пересекаются по прямой а.

	рис. 7
	


Следствие 1. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость, и притом только одна.

Следствие 2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и притом только одна.
Ответьте на вопросы теста:
Вариант 1

	1
	Точка Р лежит на прямой  МN. Назовите плоскость, которой принадлежит точка Р.


1) АВС             2) DBC             3) DAB              4)  DAC


	
2
	
Каким плоскостям принадлежит точка К? 

1) АВС и  ABD            
2) ABD и BCD            
3) ACD  и  ABD              
4)  ABC и BCD


	
3
	
Выберите верные высказывания:

1) Любые три точки лежат в одной плоскости.
2) Если центр окружности и ее точка лежат в плоскости, то и вся окружность лежит в этой плоскости.
3) Через три точки, лежащих на прямой, проходит только одна плоскость. 
4)  Через две пересекающихся прямые проходит плоскость , и притом только одна.

Ответ: ______ 


	4
	Выберите неверные высказывания:

1) Если три прямые имеют общую точку, то они лежат в одной плоскости.
2) Прямая, пересекающая две стороны треугольника, лежит в плоскости этого треугольника.
3) Две плоскости могут имеет только две общие точки. 
4)  Три попарно пересекающиеся в разных точках прямые, лежат в одной плоскости.

Ответ: ______ 


	5
	Назовите прямую, по которой пересекаются плоскости A1BC  и  A1AD. 

1) DC                           2) A1D1                
3) D1D                         4)  D1C


	6
	Назовите прямую, по которой пересекаются плоскости DCC1  и  A1AD. 

1) DC                           2) A1D1                
3) D1D                         4)  D1C


	
7
	
Прямые АВ и CD пересекаются. Через прямую АВ проведена плоскость. Назовите линию пересечения данной плоскости с плоскостью ВСD.

1) АС                             2) АB                               3) BС                                4)  ВD


	8
	Прямые АВ и CD пересекаются. Через точки В и D проведена плоскость. Назовите линию пересечения данной плоскости с плоскостью AСD.

1) АС                             2) АB                               3) BС                                4)  ВD



Вариант 2

	1
	Точка Р лежит на прямой  МN. Назовите плоскость, которой принадлежит точка Р.


1) АВС             2) DBC             3) DAB              4)  DAC


	
2
	
Каким плоскостям принадлежит точка F? 

1) АВС и ACD            
2) ABD и BCD            
3) ACD и BCD              
4) ABC и BCD


	
3
	
Выберите верные высказывания:

1) Любые четыре точки лежат в одной плоскости.
2) Через прямую и не лежащую на ней точку проходит только одна плоскость.
3) Если три точки окружности лежат в плоскости, то и вся окружность лежит в этой плоскости . 
4)  Две плоскости могут иметь только одну общую точку.

Ответ: ______ 


	4
	Выберите неверные высказывания:

1) Две окружности, имеющие общий центр, лежат в одной плоскости .
2) Прямая, проходящая через вершину треугольника, лежит в плоскости этого треугольника.
3) Три вершины треугольника принадлежат одной плоскости. 
4)  Через две параллельные прямые проходит плоскость , и притом только одна.

Ответ: ______ 


	5
	Назовите прямую, по которой пересекаются плоскости DCC1  и  A1BC. 

1) DC                           2) A1D1                
3) D1D                         4)  D1C


	
6
	
Назовите прямую, по которой пересекаются плоскости ABC  и  C1CB. 

1) BC                           2) B1C1                
3) A1B                         4)  B1B


	
7
	
Прямые АВ и CD пересекаются. Через прямую CD проведена плоскость. Назовите линию пересечения данной плоскости с плоскостью AВС.

1) СD                             2) АD                               3) BС                                4)  ВD


	8
	Прямые АВ и CD пересекаются. Через точки A и D проведена плоскость. Назовите линию пересечения данной плоскости с плоскостью BСD.

1) АС                             2) АD                               3) BС                                4)  ВD




Практическое занятие №26 «Решение задач на нахождение углов между прямыми в пространстве»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- взаимное расположение прямых в пространстве
уметь:
находить углы между прямыми
Сведения из теории:
Две прямые в плоскости могут пересекаться (имеют общую точку) или быть параллельными (не имеют общую точку). 
В пространстве мы можем представить ситуацию, когда две прямые не пересекаются, но они и не параллельны.- скрещиваются.
Две прямые называются скрещивающимися, если они не лежат в одной плоскости.
1. Если прямые параллельны, то угол между ними 00.
2. Углом между двумя пересекающимися прямыми называют  величину меньшего из углов, образованных этими прямыми. Если все углы равны, то эти прямые перпендикулярны (образуют угол 900).
3. Углом между двумя скрещивающимися прямыми называют угол между двумя пересекающимися прямыми, соответственно параллельными данным скрещивающимися прямым.
Пример:
Дан куб ABCDA1B1C1D1

Найти угол между   AB и B1D1
Выберем точку B на прямой AB и проведём через B прямую BD параллельно B1D1

Угол между AB иBD  450 так как ABCD квадрат.
Соотвeтственно угол междуAB и B1D1тоже 450
При решении задач на нахождение угла между скрещивающимися прямымиудобно пользоваться таким алгоритмом: 1. Провести прямую, параллельную одной из двух скрещивающихся прямых так, чтобы она пересекала вторую прямую. Мы получим пересекающиеся прямые, угол между которыми равенуглу между исходными скрещивающимися.
Выполнить самостоятельно:


Практическое занятие №27,28 «Решение задач на взаимное расположение прямых и плоскостей»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- признаки параллельности прямой и плоскости;
- признаки параллельности плоскостей;
- признаки параллельности прямых в пространстве;
уметь:
-строить параллельные прямые, плоскости в пространстве.

Сведения из теории:
Признаки параллельности прямой и плоскости
1) Если прямая, лежащая вне плоскости, параллельна какой-либо прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна этой плоскости.
2) Если прямая и плоскость перпендикулярны одной и той же прямой, то они параллельны.

Признаки параллельности плоскостей
1) Если две пересекающиеся прямые одной плоскости cоответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.
2) Если две плоскости перпендикулярны одной и той же прямой, то они параллельны.

Признаки параллельности прямых в пространстве
1) Если две прямые перпендикулярны одной и той же плоскости, то они параллельны.
2) Если в одной из пересекающихся плоскостей лежит прямая, параллельная другой плоскости, то она параллельна линии пересечения плоскостей.

Параллельные прямые
Возьмём, например, две такие прямые АВ и DЕ, из которых одна пересекает некоторую плоскость Р, а другая лежит на ней, но не проходит через точку (С) пересечения первой прямой и плоскости Р.

Рисунок Непересекающиеся прямые

Через такие две прямые нельзя провести плоскость, потому что в противном случае через прямую и точку С проходили бы две различные плоскости: одна Р, пересекающая прямую АВ, и другая, содержащая её, а это невозможно.
Две прямые, не лежащие в одной плоскости, конечно, не пересекаются, сколько бы их ни продолжали; однако их не называют параллельными.
Две прямые, не лежащие в одной плоскости, называются скрещивающимися.

Прямая и плоскость параллельные между собой
Плоскость и прямая, не лежащая в этой плоскости, называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.

Если прямая (АВ) параллельна какой-нибудь прямой (СD), расположенной в плоскости (Р), то она параллельна самой плоскости.
Если плоскость (R) проходит через прямую (АВ), параллельную другой плоскости (Р), и пересекает эту плоскость, то линия пересечения (СD) параллельна первой прямой (АВ).

Рисунок Прямая и плоскость параллельные между собой

Если прямая (АВ) параллельна каждой из двух пересекающихся плоскостей (Р и Q), то она параллельна линии их пересечения (СD).

Рисунок Параллельность прямой линии пересечения плоскостей

Если две прямые (АВ и СD) параллельны третьей прямой (ЕF), то они параллельны между собой.

Рисунок Параллельность трех прямых

Параллельные плоскости
Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.
Если две пересекающиеся прямые (АВ и АС) одной плоскости (Р) соответственно параллельны двум прямым (А1В1 и А1С1) другой плоскости(Q), то эти плоскости параллельны. Прямые АВ и АС параллельны плоскости Q.

Рисунок 37. Параллельные плоскости

Задания для самостоятельного решения:
Решите следующие задачи (выполнить чертеж, дать подробные пояснения):
1) Сторона АС треугольника АВС параллельна плоскости a, а стороны АВ и ВС пересекаются с этой плоскостью в точках М и N. Докажите, что треугольники АВС и МВN подобны.
2) Сколько существует плоскостей, проходящих через данные прямую и точку в пространстве?
3) В пространстве даны прямая a и точка M. Сколько существует прямых, проходящих через M и параллельных прямой a?
4) Даны плоскость и точка M вне плоскости. Сколько существует прямых, проходящих через M и параллельных плоскости?
5) В пространстве даны две параллельные прямые a и b. Сколько существует плоскостей, проходящих через прямую a и параллельных прямой b?
6) Даны две скрещивающиеся прямые a и b. Сколько существует пар параллельных плоскостей, одна из которых проходит через a, а другая – через b?
7) В пространстве даны две пересекающиеся прямые a, b и не лежащая на них точка M. Сколько существует плоскостей, проходящих через M и параллельных прямым a и b?

Контрольные вопросы:
1. Сформулируйте признаки параллельности прямой и плоскости.
2. Сформулируйте признаки параллельности плоскостей.
3. Сформулируйте признаки параллельности прямых в пространстве.






Практическое занятие №28 «Решение задач на перпендикулярность прямой и плоскости»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
определение перпендикулярных прямой и плоскости
признак перпендикулярности
уметь:
решать задачи

Немного теории

Две прямые называются перпендикулярными, если угол между ними равен 90°.
В пространстве перпендикулярными называют не только пересекающиеся прямые, но и скрещивающиеся прямые, так как мы говорим об угле, который могут образовать эти прямые, если их поместить в одной плоскости.
 
Так же как и в плоскости, в пространстве перпендикулярные прямые a и b обозначают a⊥b.
Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая перпендикулярна к этой прямой.
Перпендикулярность прямой и плоскости
Прямая, пересекающая плоскость, называется перпендикулярной этой плоскости, если она перпендикулярна каждой прямой, которая лежит в данной плоскости.

Перпендикулярность прямой и плоскости обозначается как a⊥α.
Через любую точку пространства проходит прямая перпендикулярно данной плоскости, притом только одна.

Признак перпендикулярности прямой и плоскости.
Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым в плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости.

Ответьте на вопросы теста:
Вариант 1

	1
	Через сторону АВ треугольника АВС проведена плоскость, перпендикулярная к стороне ВС. Определите вид треугольника относительно углов.

1) остроугольный                 2) прямоугольный             3) тупоугольный


	2
	
Треугольник АВС – правильный, О – центр треугольника.  Расстояние от точки М до вершины А равно 3. Найдите высоту треугольника.

Ответ: ____


	3
	
АВСD – параллелограмм;  Найдите периметр параллелограмма.

1) 20                     2) 25                    3) 40                    4) 60


	4
	Через вершину А треугольника ABC проведена плоскость  α, параллельная ВС. Расстояние от ВС до плоскости  α  равно 12. Найдите расстояние от точки пересечения медиан треугольника АВС до этой плоскости.

1) 8                              2) 6                                  3) 12                                4) 18


	5
	Высота ромба равна 12. Точка М равноудалена от всех сторон ромба и находится на расстоянии, равном 8, от его плоскости. Чему равно расстояние точки М до сторон ромба?

Ответ: ____ 


	6
	
На рисунке  Найдите угол  между МС и плоскостью АМВ. 

1) 300                2) 600                 3) 900                 4) 450


	7
	Выберите верные высказывания:

1) Прямая пересекает параллельные плоскости под разными углами. 
2) Две прямые, перпендикулярные к одной плоскости, параллельны.
3) Длина перпендикуляра меньше длины наклонной, проведенной из той же точки. 
4)  Две скрещивающиеся прямые могут быть перпендикулярными к одной плоскости.

Ответ: ______ 

	8
	Отрезок АВ упирается концами А и В в грани прямого двугранного угла. Расстояния от точек А и В до ребра равны 1, а длина отрезка АВ равна 3. Найдите длину проекции этого отрезка на ребро.



1) 2                              2)                                   3) 3                                4) 


	9
	


В тетраэдре DABC АО пресекает ВС в точке Е;  Найдите  .




1) 3                              2)                                   3)                                 4) 


	10
	Прямоугольник ABCD и параллелограмм ВЕМС расположены так, что их плоскости взаимно перпендикулярны. Найдите угол MCD.

1) 900                              2) 600                            3) 300                                  4) 450



Вариант 2

	1
	Через сторону АD параллелограмма АВСD, проведена плоскость, перпендикулярная к стороне DС. Определите вид треугольника АВС.

1) остроугольный                 2) прямоугольный             3) тупоугольный


	2
	
Треугольник АВС – правильный, О – центр треугольника.  Высота треугольника равна 3. Найдите расстояние от точки М до вершин треугольника.

Ответ: ____ 


	
3
	

АВСD – параллелограмм;  Найдите BD.

1) 20                     2) 15                    3) 40                    4) 10


	4
	Через вершину А треугольника ABC проведена плоскость  α, параллельная ВС. Расстояние от точки пересечения медиан треугольника АВС до этой плоскости равно 4. На каком расстоянии от плоскости находится ВС?

1) 8                              2) 6                                  3) 12                                4) 14


	5
	
Точка Р удалена от всех сторон ромба на расстояние» равное , и находится от его плоскости на расстоянии равном 2. Чему равна сторона ромба, если его угол 30°?

Ответ: ____ 

	6
	
На рисунке  Найдите угол  между МС и плоскостью АМВ. 

1) 300                2) 600                 3) 900                 4) 450


	7
	Выберите верные высказывания:

1) Угол между прямой и плоскостью может быть не больше 900.
2) Две плоскости, перпендикулярные к одной прямой, пересекаются. 
3) Длина перпендикуляра больше длины наклонной, проведенной из той же точки. 
4)  Диагональ прямоугольного параллелепипеда больше любого из ребер.

Ответ: ______ 


	8
	Отрезок АВ упирается концами А и В в грани прямого двугранного угла. Расстояния от точек А и В до ребра равны 2, а длина отрезка АВ равна 4. Найдите длину проекции этого отрезка на ребро.




1) 3                              2)                                   3)                                 4) 


	9
	В тетраэдре DABC основание ABC — правильный треугольник. Вершина D проецируется в его центр О. Найдите угол между плоскостью ADO и гранью DCB.

1) 300                              2) 600                            3) 900                                  4) 450


	10
	Треугольник АМВ и прямоугольник ABCD расположены так, что их плоскости взаимно перпендикулярны. Найдите угол MAD.

1) 900                              2) 600                            3) 300                                  4) 450




Практическое занятие №29 «Угол между прямой и плоскостью»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
определение перпендикуляра, наклонной, проекции наклонной на плоскости
уметь:
решать задачи

Немного теории
Угол между прямой и плоскостью – это...угол между прямой и её проекцией на эту плоскость
 

Как определить угол между ними? Оказывается (в соответствии с определением, которое мы только что дали) нужно опустить перпендикуляр из любой точки прямой  на плоскость 

А потом провести прямую через точки A и O

Постройте угол между прямой и плоскостью
1) АА1  (АВС). Найдите угол между СB1 и (АА1С1).
	 (
А
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1
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С
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1
В
1
)
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	ΔАВС– равносторонний
	ΔАВС – прямоугольный,
С = 900
	ΔАВС – тупоугольный,
С > 900


2) АА1  (АВС). ABCDFK – правильный шестиугольник. Найдите угол между
	В1F и (АВС)
	В1F и (КК1F1)
	В1F и (АА1В1)
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3) BD  (АВС). Найдите угол между CD и (ABD).
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D
В
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	ΔАВС – равносторонний
	ΔАВС – прямоугольный,
А = 900
	ΔАВС – прямоугольный,
С = 900


4) АА1  (АВС). Найдите углы между
	
	В1D и (ABC)
	B1D и (DD1C1)
	B1D и (ВВ1C1)
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5) BF  (АВС). Найдите угол между
	
	AF и (АВС)
	DF и (BCF)
	CF и (ABF)
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Контрольные вопросы: 
1. Что называется углом между прямой и плоскостью
2. Как построить проекцию наклонной на плоскость


Практическое занятие №35 «Решение задач на нахождение скалярного произведения векторов»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- формулы для вычисления скалярного произведения векторов;
уметь:
вычислять скалярное произведение векторов, угол между векторами.

Сведения из теории:
Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.




Скалярное произведение векторов  и  обозначается символом  (порядок записи сомножителей безразличен, то есть ).


Если угол между векторами  и  обозначить через φ, то их скалярное произведение можно выразить формулой:

.


Скалярное произведение векторов  и  можно выразить также формулой:


или

.






Из формулы  следует, что , если φ – острый угол, , если φ – тупой угол;  в том и только в том случае, когда векторы  и  перпендикулярны.


Скалярное произведение  называется скалярным квадратом вектора и обозначается символом . Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля:

.




Если векторы  и  заданы своими координатами:  и , то их скалярное произведение может быть вычислено по формуле:

.
Отсюда следует необходимое и достаточное условие перпендикулярности двух векторов:

.




Угол φ между векторами  и  задается формулой , или в координатах .
Проекция произвольного вектора S=(x, y, z) на какую-нибудь ось u определяется формулой:

,

где  – единичный вектор, направленный по оси u.


Если даны α, β, γ, которые оси u составляют соответствующие углы с координатными осями, то  и для вычисления вектора  может служить формула:

.

Пример 












Векторы  и  образуют угол , зная, что , , вычислить: , , , , , , .
Решение:



из формулы , выразим , тогда ;



т.к. , то , ;
по формуле сокращенного умножения квадрата суммы, имеем

;
аналогично

;
по формуле сокращенного умножения квадрата разности, имеем

;
раскроем скобки 



Задачи для самостоятельного решения:










1) Векторы  и  взаимно перпендикулярны; вектор  образует с ними углы, равные ; зная, что , , , вычислить: , , .







2) Векторы ,  и  попарно образуют друг с другом углы, каждый из которых равен 600. Зная, что , , , определить модуль вектора .








3) Даны векторы  и . Вычислить: , , , , , .



4) Даны точки A(-1; 3; -7), B(2; -1; 5), C(0; 1; -5). Вычислить: , , .

Контрольные вопросы:
1. Запишите формулы для вычисления скалярного произведения векторов.
2. Запишите формулу для вычисления угла между векторами.

Практическое занятие №36 «Разложение вектора по двум неколлинеарным векторам»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- векторы и простейшие действия над ними;
уметь:
· применять правила действия над векторами при решении математических и прикладных задач.

Сведения из теории:
Разложение вектора на плоскости по двум неколлинеарным  векторам.
Пусть векторы а и b неколлинеарны. Тогда, если числа х и у удовлетворяют условию
х • а + у • b = 0,                                 (1)
то х = 0 и у = 0.
В самом деле, если, например, х =/= 0, то из (1) слeдует, что
а = —  y/x • b
А это противоречит   тому,   что векторы а и b неколлинеарны. Таким образом, х = 0.
Аналогично доказывается, что и у = 0.
Говорят, что вектор а является линейной комбинацией векторов a1, a2, a3, ..., an, если он представим в виде
а = x1a1+ x2a2+ x3a3+ ...+ xnan,
где x1 , x2 ,..., xn — некоторые числа.
Так, вектор а = 3a1 — 5a2 + 1/2 a3 есть линейная комбинация векторов a1, a2 и a3.
Теорема. Любой вектор m на плоскости может быть представлен, и притом единственным образом, в виде линейной комбинации двух любых неколлинеарных векторов а и b:
.             m = х • а + у • b.        (2)
Если вектор т коллинеарен одному из векторов а и b (например, вектору а), то для некоторого числа х имеем
т =  х • а  = х • а  + 0 • b.
Тем самым вектор т представлен в виде (2).
Если же вектор т не коллинеарен ни вектору а, ни вектору b (рис. 25), то, проведя через точку М прямые, параллельные [ОВ) и [ОА), имеем
m =  OE> +  OF>.

Но тогда по признаку коллинеарности векторов существуют такие числа х и у, что OE>= ха,  OF> = yb, откуда и вытекает равенство (2).
Докажем единственность такого представления. Пусть
т = x1a  + у1b   и   т = x2a  + у2b.
Тогда (x1 — x2)а + (у1 — у2)b = 0. Но так как векторы а и b неколлинеарны, то равенство возможно только при x1 = x2 и у1 = у2. Единственность доказана.
Если вектор представлен в виде линейной комбинации каких-то векторов, то говорят, что вектор разложен по этим векторам.
Базисом на плоскости называются два любых неколлинеарных вектора этой плоскости, взятые в определенном порядке.
Пусть e1 и e2 — некоторый базис и а — произвольный вектор, тогда по доказанной теореме существуют два числа х и у такие, что
а = хe1 + уe2.
Числа х и у называются координатами вектора а в данном базисе. В этом случае пишут а = (х; у).
Задача 1. Точки К и L—середины сторон ВС и CD параллелограмма ABCD. Разложить вектор ВС по векторам   а =  AK> и   b = AL>.

Из  /\  АКВ (рис. 26) имеем

Ответьте на вопросы:
1. Диагонали параллелограмма АВСD пересекаются в точке О. Выразите вектор  через векторы  и .
а)  = -
б)  = -

в)  =+






2. Найдите такое число k, чтобы выполнялось равенство  = k, если известно, что векторы  и  противоположно направлены и  =0,5 см,  = 2см.


а) -4
б) 4
в) 0,4
3. Найдите такое число k, чтобы выполнялось равенство  = k, если известно, что векторы  и  сонаправлены и  =12 см,  = 24 дм.

А) -20
Б)  20
В) 0,2


4. Диагонали параллелограмма пересекаются в точке О, М - середина отрезка АО. Найдите, если это возможно, такое число k, чтобы выполнялось равенство:   = k,  = k 

а) -2, 

б) 2, 1

в) 2, 

5. Дан произвольный треугольник АВС с медианой АD. Найдите , как вектор  выражается через векторы  и .

А) = +

Б) = +

В) = +




Контрольные вопросы:
Как можно разложить вектор по двум неколлинеарным векторам
Что называется базисом на плоскости

Практическое занятие №37 «Разложение вектора по трем некомпланарным векторам»
«Использование векторов при решении математических и прикладных задач»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- векторы и простейшие действия над ними;
уметь:
· применять правила действия над векторами при решении математических и прикладных задач.

Сведения из теории:
Рассмотрим задачи трёх типов, которые целесообразно решать с помощью векторов.
Первый тип: задачи, связанные с доказательством параллельности прямых и отрезков, прямых и плоскости

Пример 
Доказать что вектор, концами которого являются середины двух противолежащих сторон четырехугольника, равен половине векторной суммы двух других противолежащих сторон.

Решение:

пусть ABCD – четырехугольник, M – середина AB, N– середина CD. Тогда необходимо доказать, что .
Пусть О – произвольная точка плоскости, соединим ее с вершинами и серединами двух сторон четырехугольника, выполним рисунок (рис. 86):
 (
Рис.1
3.
)
Рисунок 86.

По правилу деления отрезка в заданном отношении, имеем:

,

.
По правилу треугольника, имеем:



Задача для самостоятельного решения №1. Доказать, что средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме.

Второй тип: задачи, в которых доказывается, что некоторая точка делит отрезок в заданном отношении



Пример На стороне AC треугольника ABC взята точка M так, что , а на продолжении стороны BC такая точка N что . В каком отношении точка P пересечения AB и MN делит каждый из этих отрезков.
Решение:
выполним рисунок (рис. 87), соответствующий условию задачи:

Рисунок 87.


Пусть и.

Выберем базисные векторы .

Разложим вектор  по базисным двумя различными способами:




а) , тогда , т.к. векторы  и  сонаправлены, то 

.
Т.е. 

.



б)  тогда , .


Но, по условию задачи , , поэтому

.
В полученном выражении раскроем скобки, упростим, тогда получим:

.
Учитывая единственность разложения вектора по двум неколлинеарным векторам, получим систему:


Решая систему любым известным способом (сложением, подстановкой), получим:



Следовательно, точка P делит отрезок AB в отношении 2:3 и отрезок MN в отношении 1:4.

Задача для самостоятельного решения №2. На диагоналях АВ1 и ВС1 граней AA1B1B и ВВ1С1С параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 взяты точки соответственно Н и M так, что отрезки MН и A1C параллельны. Найдите отношение длин этих отрезков (воспользуйтесь предложенным рис. 88).

Рисунок 88.

Третий тип: задачи на доказательство принадлежности трех и более точек одной прямой

Пример 
Точки M и N лежат соответственно на сторонах AD и BC четырехугольника ABCD, причем AM:MD=BN:NC=3:4. Докажите, что середины отрезков AB, MN и CD лежат на одной прямой.
Решение:
выполним рисунок (рис. 89), соответствующий условию задачи

Рисунок 89.

Пусть K1 – середина AB, K2 – середина MN, K3 – середина CD. Используя формулы деления отрезка в заданном отношении, имеем:

,

.
Из условия AM:MD=BN:NC=3:4 следует, что

.
Следовательно,

.


Т.о., векторы  и  коллинеарны, и, значит, точки K1, K2 и K3 лежат на одной прямой.

Задача для самостоятельного решения №3. В пространстве расположены отрезки АВ и А1В1. Точка М есть середина отрезка АВ, точка М1 – середина А1В1. Докажите, что середины отрезков АА1, ВВ1, и ММ1 расположены на одной прямой.

Контрольные вопросы:
1. Приведите примеры задач, которые целесообразно решать с помощью векторов.
2. Как разложить вектор по трем координатным векторам
3. Назвать координаты единичных векторов

Практическое занятие №33 «Вычисление углов между прямыми и плоскостями»
Цель работы:
студент должен:
знать:
взаимное расположение прямых и плоскостей в пространстве
уметь:
решать задачи
Сведения из теории:
Определение. Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярной к ней, называется угол между прямой и ее проекцией на плоскость.
Пусть даны плоскость γ и прямая a, которая пересекает эту плоскость и не перпендикулярна к ней.
Построим угол между прямой a и плоскостью γ:

1. Из любой удобной для нас точки прямой a опустим перпендикуляр к плоскости γ;
2. Через точки оснований наклонной и перпендикуляра проведем прямую b . Прямая b - проекция прямой a на плоскость γ;
3. Острый угол между прямыми a и b – это угол между прямой a и плоскостью γ, т.е. ∠(a;b)= ∠(a;γ) , где ∠(a;b) - угол между прямыми а и b; ∠(a;γ) - угол между прямой а и плоскостью γ.
Двугранный угол между плоскостями равен углу образованному нормальными векторами этих плоскостей.

Двугранный угол между плоскостями равен углу образованному прямыми l1 и l2, лежащими в соответствующих плоскостях и перпендикулярными линии пересечения плоскостей.

Постройте углы:
1) 

. . Найдите угол между
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	(FDC) и (FBC)
	(ABF) и (FDC)
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FB  (ABC). Найдите угол между 
	
	(ABC) и (FDC)
	(AFB) и (FBC)
	(AFD) и (FBC)
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AF  (ABC). Найдите угол между (ABC) и (FCB).
	 (
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	ΔАВС– равнобедренный
	ΔАВС – прямоугольный,
С = 900
	ΔАВС – тупоугольный,
С > 900



2) SB  (ABC). ABCDEF – правильный шестиугольник. Найдите угол между
	(SAB) и (SBC)
	(SFЕ) и (ABC)
	(ASF) и (ABC)
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	(FSЕ) и (DSE)
	(ASB) и (SDE)
	(ASF) и (SCD)
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ABCDA1B1C1D1 – прямой параллелепипед. Найдите угол 
	
	(AА1C1) и (BB1D1)
	(ABC) и (AB1C1)
	(ABC) и (AB1C)
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Контрольные вопросы:
1. Что называется углом между двумя пересекающимися прямыми
2. Что называется углом между двумя скрещивающимися прямыми
3. Что называется углом между прямой и плоскостью




Практическое занятие 34 «Векторы в пространстве»
Цель работы:
студент должен:
знать:
Основные формулы связанные с векторами в простанвстве
уметь:
решать задачи на данную тему

Сведения из теории:
Чтобы ввести декартову систему координат в пространстве, выберем точку 

Б) Вы знаете, что по координатам концов  и отрезка  на плоскости можно определить его длину:

Аналогичная формула выражает длину отрезка  в пространстве через координаты его концов  и 


Координаты середины отрезка равны средним арифметическим соответствующих координат его концов. Это утверждение остаётся истинным и в случае если  и точка  — середина отрезка  то

Пример:
На оси ординат найдём точку, равноудалённую от точек и 
Решение:
Пусть  — искомая точка. Тогда  и, поскольку  то

или  Отсюда 
Ответ: 

Пример:
Найдём условие, которому удовлетворяют координаты точек плоскости  проходящей через точку перпендикулярно прямой  где 
Решение:
Пусть  — произвольная точка плоскости  Тогда из прямоугольного треугольника  по теореме Пифагора имеем: 
Поскольку

то
 или

Ответ: 
[bookmark: Вектор._Действия_над_векторами]Вектор. Действия над векторами
А)  Особенностью понятия вектор является то, что все основные определения и свойства, связанные с этим понятием, формулируются почти одинаково как в планиметрии, так и в стереометрии.
Вектор в геометрии представляется направленным отрезком, начало которого считается началом вектора, а конец — концом вектора.

Расстояние между началом направленного отрезка и его концом считается длиной вектора.
Направленные отрезки  и  представляют один вектор, если они одинаково направлены и имеют одинаковую длину (рис. 337). В таком случае говорят, что векторы  и  равны, и пишут  Векторы  и  равны тогда и только тогда, когда совпадают середины отрезков  и  (рис. 338).

Это напоминает ситуацию с дробями: определённое число может представляться разными дробями, например, дроби представляют одно и то же число. Дроби  и  равны тогда и только тогда, когда 
Если вектор  изображается направленным отрезком  то говорят, что этот вектор отложен от точки  Вектор можно, и при этом однозначно, отложить от любой точки.
Вектор, представленный направленным отрезком  называют нулевым:  Векторы, представленные направленными отрезками  и  называют противоположными и пишут 
Если ненулевые векторы  и  отложены от одной точки:   то угол  называется углом между векторами  и .
Ненулевые векторы  и  называют коллинеарными, если прямые  и  параллельны или совпадают. Нулевой вектор считают кол-линеарным с любым вектором.
Векторы можно складывать и умножать на число. Чтобы сложить векторы  и  можно один из них заменить таким равным ему вектором, чтобы конец первого направленного отрезка совпадал с началом второго:

и тогда сумма векторов представляется направленным отрезком  (рис. 339).
Сложение векторов имеет переместительное свойство, т. е.  сочетательное свойство, т. е. кроме того, уравнение  всегда имеет единственное решение, которое называют разностью векторов  и  (рис. 340).
Произведением вектора  на число  является такой вектор  что, во-первых, векторы  и  одинаково направлены при  и противоположно направлены при  и, во-вторых, длины векторов  и  связаны равенством  (рис. 341). Векторы  и  являются коллинеарными. При этом верно равенство  Если  то произведением  является нулевой вектор.

С действием умножения вектора на число связываются два распределительных свойства—  и 
Б) Если векторы  и  коллинеарны, то один из них можно выразить через другой: либо либо  при определённых числах  и 
Для любых двух векторов существует плоскость, которой они параллельны. Векторы, параллельные одной плоскости, называют компланарными. Если векторы  и  неколлинеарны, то любой вектор  компланарный с ними, можно однозначно выразить через векторы  и :  (рис. 342).
Истинно и обратное утверждение: если векторы  и  связаны равенством  то они компланарны.
Действительно, если векторы  и  представить направленными отрезками с общим началом  (рис. 343), то  поэтому точки  и  находятся в плоскости 

Теорема 1. Если векторы  и  некомпланарны, то для любого вектора  существует такая единственная упорядоченная тройка действительных чисел  что 
Доказательство: Сначала докажем существование нужных чисел. Представим векторы  и  направленными отрезками с общим началом  Через точку  проведём прямую  параллельно  и пусть  — точка пересечения прямой  с плоскостью  (рис. 344). Тогда  Поскольку вектор  ненулевой и векторы  и  коллинеарны, то существует такое число  что  А поскольку векторы  и  компланарны, а векторы  и  неколлинеарны, то существуют такие числа  и  что 

Поэтому

Теперь докажем единственность представления. Допустим, что существуют две разные упорядоченные тройки чисел  и  при которых  и  Тогда  и 
Поскольку тройки чисел  и  различны, то числа на соответствующих местах не могут все совпадать. Пусть, например,  В этом случае из последнего равенства можно выразить вектор  Последнее равенство означает, что векторы  и компланарны. Полученное противоречие с условием означает, что сделанное допущение о существовании двух разных троек чисел неверно.
Следствие 1. Из четырёх любых векторов пространства один может быть выражен через три других.
Действительно, если среди данных четырёх векторов пространства есть три некомпланарных, то четвёртый вектор можно через эти три выразить. Далее, если среди данных четырёх векторов пространства любые три компланарны, то может найтись среди них два неколлинеарных, или любых два вектора коллинеарны. В первом случае через эти два неколлинеарных вектора можно выразить третий и к полученному выражению прибавить четвёртый, умноженный на ноль. Во втором случае один из векторов можно выразить через другой и потом прибавить к этому выражению два оставшихся вектора, умноженных на ноль.
Таким образом, теперь вы знаете, что из двух коллинеарных векторов один может быть выражен через другой, из трёх компланарных векторов один может быть выражен через два других, а из четырёх любых векторов один может быть выражен через три других.

Пример 
В правильной четырёхугольной пирамиде  точки  и  — середины рёбер  и  соответственно. Плоскость, проходящая через точки  и  параллельно прямой  пересекает прямую  в точке  (рис. 347). Найдём отношение 
Решение:
Поскольку то векторы  и полностью определяют пирамиду. Поскольку векторы  и коллинеарны, то вектор  можно выразить через  при определённом числе  Вектор  можно выразить через векторы  и  используя то, что точка находится в плоскости, проходящей через точки  и  параллельно прямой  Вектор  компланарен с векторами  и поэтому  при определённых множителях  и  Выразим векторы  и  через векторы  и 
Имеем:

Поэтому

Учтём теперь то, что через некомпланарные векторы  и каждый вектор пространства, в том числе и вектор  выражается единственным образом. Поэтому должны одновременно выполняться условия:  Отсюда получаем, что  А поскольку  то 
В) Пусть в пространстве выбрана декартова система координат  С каждой точкой  пространства можно связать вектор  Это соответствие между точками пространства и векторами является взаимно однозначным: различным точкам соответствуют различные векторы с началом  и концами в этих точках, и различным векторам соответствуют различные точки пространства.
Будем говорить, что вектор  имеет координаты  в декартовой системе координат  если  и точка имеет координаты  Это будем записывать: 
Теорема 2. Если  то 
Доказательство: Пусть задана декартова система координат  и  Пусть также  и  Нужно доказать, что  и 
Поскольку  то середины отрезков  и  совпадают.
Середина отрезка  имеет координаты  а середина отрезка  — координаты  Получаем:

Отсюда:
 и 
Теорема 3. Если  то

Доказательство: Пусть задана декартова система координат  и  (рис. 348). Поскольку
 то  По теореме 2 получаем:
 и 
Поэтому
 и 
Значит, вектор  имеет координаты 
Докажем второе утверждение теоремы 3. Пусть сначала  и  Сравним одноимённые, например первые, координаты векторов  и  Для этого через точки  и проведём плоскости, параллельные плоскости  (рис. 349), которые пересекают ось  в точках  и  Из подобия треугольников  и  следует, что Аналогично получается, что  и 

Если же  то аналогичные рассуждения проводятся для рисунка 350. Векторы  называют единичными координатными векторами.
Следствие 2. Если  то 
Пример №3
Дан параллелепипед  Точки  и  — середины отрезков  и  соответственно (рис. 351). Выразим:
а) векторы  и  через векторы  и 
б) векторы  и  через векторы  и 

Решение:
а) Имеем:

б) Будем рассматривать полученные равенства - 
 как систему условий, из которой нужно найти  и  Из первого условия выразим
 и исключим  из двух других:

Теперь из последнего равенства выразим  и исключим  из предыдущего:

Далее можно последовательно выразить  и  через векторы
 и

Пример №4
Через диагональ  грани треугольной призмы проведена плоскость так, что она пересекает диагонали  и граней в точках  и  соответственно (рис. 352). Найдём отношение  учитывая, что 

Решение:
Векторы  и  некомпланарны, поэтому через них можно выразить векторы  и 

Учтём, что  и  коллинеарны. Значит, существует такое число  что 
Аналогично, существует такое число  что  Кроме того,
 и 
Значит,

Из условия следует, что векторы  и  коллинеарны. Поэтому  при определённом 
Поскольку  и учитывая однозначность разложения вектора по трём некомпланарным векторам, получаем, что Отсюда находим 
Ответ: 
Скалярное произведение векторов
А) Скалярным произведением векторов  и  называется число , равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними:

Скалярное произведение векторов имеет переместительное свойство  распределительное свойство  кроме того, множитель можно выносить за знак скалярного произведения  С помощью скалярного произведения можно находить длины векторов и косинусы углов между ними: 
У нулевого вектора направление не определено, поэтому удобно считать, что нулевой вектор перпендикулярен любому другому вектору.
С учётом этого получается следующее полезное утверждение: два вектора перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю.
Теорема 1. Скалярное произведение векторов  и  выражается через их координаты в декартовой системе
равенством 

Пример №5
Найдём длину вектора 
Имеем:  Поэтому 
Пример №6
Найдём угол  между векторами  и 
Имеем: 
Поэтому:

Пример №7
Найдём длину вектора  равного  учитывая, что векторы  и  перпендикулярны вектору  а между собой образуют угол 60° и 
Имеем:

Поскольку

Поэтому 
Б) Вы знаете, что плоскость в пространстве можно задать тремя точками, не лежащими на одной прямой. Поскольку существует единственная плоскость, проходящая через данную точку перпендикулярно данной прямой, то плоскость можно задавать указанием одной из её точек и вектора, ей перпендикулярного.
Теорема 2. Если плоскость проходит через точку перпендикулярно ненулевому вектору  то координаты любой точки  этой плоскости удовлетворяют уравнению 
Доказательство: Если — произвольная точка плоскости,
проходящей через точку  перпендикулярно вектору 
то векторы  и  перпендикулярны, а потому их скалярное произведение равно нулю:

Истинно и обратное утверждение.
Теорема 3. Уравнению  в котором коэффициенты  не равны нулю одновременно, удовлетворяет любая точка некоторой плоскости. Этой плоскости перпендикулярен вектор 
Доказательство: Если есть уравнение  и числа   не равны нулю одновременно, то можно найти упорядоченную тройку чисел  удовлетворяющую этому уравнению. Например, если  то можно, взяв  и найти значение переменной  так, чтобы тройка чисел удовлетворяла уравнению 
Поскольку  то условия  и  равносильны. Получили, что исходное уравнение равносильно уравнению  которому удовлетворяют координаты  любой точки  расположенной на прямой, проходящей через точку  перпендикулярно вектору  т. е. любой точки плоскости, проходящей через точку  перпендикулярно вектору 
Пример №8
Найдём уравнение плоскости, проходящей через точки А(2; 1; 3), В(4; 1, 2) и С(5; 2; 1).
Решение:
Найдём координаты векторов  и Поскольку координаты (2; 0; -1) и (3; 1; -2) этих векторов не пропорциональны, то сами векторы не коллинеарны, и, значит, точки  и  не лежат на одной прямой, они задают единственную плоскость.
Чтобы записать уравнение плоскости  используя теорему 2, найдём вектор  перпендикулярный этой плоскости. Поскольку  и  то  и  Из этих условий получаем: Таким образом, в качестве искомого вектора можно взять вектор с координатами (1; 1; 2).
Теперь можно записать уравнение плоскости, которая проходит через точку перпендикулярно найденному вектору 
 или 
В) Теорема 4. Если плоскость имеет уравнение  то расстояние до неё от точки  равно 
Доказательство: Пусть из точки  на данную плоскость опущен перпендикуляр  основание которого — точка  — имеет координаты
 Тогда вектор коллинеарен с
вектором  Поскольку угол между этими векторами равен 0°
или 180°, то  откуда

Находим

поскольку координаты точки  удовлетворяют уравнению плоскости. Далее:  А поскольку искомое расстояние равно длине вектора  то требуемое утверждение обосновано.
Пример №9
Найдём расстояние от точки  до плоскости, заданной уравнением 
Решение:
Используя теорему 4, получаем:

Ответ: 5.
[bookmark: Применение_векторов_и_координат]Применение векторов и координат
А) В ряде задач условие содержит сведения о параллельности некоторых прямых или об их точках пересечения, об отношениях длин параллельных отрезков. Для решения таких задач может быть полезным применение векторов, как это было при решении примера 3 из параграфа 12. При решении таких задач достаточно использовать действия сложения векторов и умножения вектора на число. Рассмотрим ещё один пример.
Пример №10
Пусть  и  — параллелограммы в пространстве,  — середины отрезков соответственно. Докажем, что середины отрезков  и совпадают.
Решение. Выберем в пространстве точку  Тогда положение каждой точки полностью характеризуется соответствующим вектором. Из условия
следует, что  и  Точки определяются
векторами 

Чтобы доказать, что середины отрезков  и  совпадают, докажем, что 
Находим: 

А поскольку
 и 
то выражения в двух последних скобках принимают одинаковые значения. Требуемое утверждение доказано.
Б) При решении других задач целесообразно пользоваться скалярным умножением векторов. Такими являются задачи, в которых нужно использовать или определять некоторые расстояния или углы.
[bookmark: Пример_№39]
Векторы в пространстве.
I вариант

Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1.
1. Найдите вектор, равный сумме векторов АВ, А1D1 и СА1.
2. 
Найдите вектор, равный .
3. Представьте вектор ВС1 в виде разности двух векторов, один из которых вектор ВD1.
4. 
Упростите выражение: .
5. 
Упростите выражение: .


Векторы в пространстве.
II вариант

Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1.
1. Найдите вектор, равный сумме векторов СА1, АD и  D1C1.
2. 
Найдите вектор, равный .
3. Представьте вектор ВС1 в виде разности двух векторов, один из которых вектор D1B.
4. 
Упростите выражение: .
5. 
Упростите выражение: .



Практическое занятие №35 «Техника вычисления пределов»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение предела функции;
· свойства и правила вычисления пределов функции;
уметь:
· вычислять пределы функции в точке, на бесконечности;
· раскрывать некоторые неопределенности.

Сведения из теории:
Предел функции
Число А называют пределом функции f(x) в точке а если при х→а, f(x) →А.



Бесконечно малые и бесконечно большие функции
Функция f(x) называется бесконечно малой при х→а, если


Функция f(x) называется бесконечно большой при х→а, если



Свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций
Если функции f(x) и g(x) бесконечно малые при х→а, то (f(x)+g(x)) бесконечно малая при х→а.

Если функция f(x) бесконечно малая при х→а и g(x) – ограниченная, то  – бесконечно малая.



Если существует , а g(x) – бесконечно большая при х→а, то ; .

Если при х→а, f(x) – бесконечно малая, то  – бесконечно большая.

Если при х→а, f(x) – бесконечно большая, то  – бесконечно малая.

Теоремы о пределах
Если существуют пределы функций f(x) и g(x), то существует предел суммы (разности) этих функций, который равен сумме (разности) пределов функций f(x) и g(x):

.
Если существуют пределы функций f(x) и g(x), то существует предел произведения этих функций, который равен произведению пределов этих функций: 

.
Если существуют пределы функций f(x) и g(x) при х→а и предел g(x)≠0, то существует предел частного этих функций, который равен отношению их пределов: 

.
Следствие: постоянный множитель можно вынести за знак предела:

.


Пример Вычислить предел .
Решение: 
здесь применима теорема о пределе частного.
Разложим на множители квадратный трехчлен, для этого достаточно найти корни х1 и х2 квадратного уравнения ах2+bх+с=а(х–х1)·(х–х2):

9х2+8х–1=9·(х-)·(х+1).
Под знаком предела сократим одинаковые множители и перейдем к пределу:



Пример 

Вычислить предел
Решение. 

обнаружив неопределенность , раскладываем многочлены в числителе и в знаменателе на множители:

.
Числитель дроби стремится к конечному пределу, равному 3, а знаменатель при х1 является бесконечно малой, тогда дробь при х1 является бесконечно большой.


Для раскрытия неопределенности  следует числитель и знаменатель разделить на одну и ту же старшую степень переменной.


Пример Вычислить предел .
Решение:


в заданном пределе  числитель и знаменатель не имеют конечных пределов, имеем неопределенность . Поделив одновременно числитель и знаменатель на х3, получим

, 

т. к. каждая из дробей  является бесконечно малой и стремится к нулю.

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите пределы:
	1 вариант


	2 вариант


	3 вариант



	4 вариант


	5 вариант


	6 вариант



	7 вариант


	8 вариант


	9 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .



Контрольные вопросы:
1. Что называется пределом функции в точке.
2. Сколько пределов может иметь функция в точке?
3. Сформулируйте теоремы о пределах.

Практическое занятие №36,37 «Техника дифференцирования»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· систему и определение производной;
· табличные решения производных элементарных функций, в том числе обратных тригонометрических функций;
· правила дифференцирования функций;
уметь:
· находить производную функции;
· находить дифференциал функции;
· дифференцировать элементарные функции.

Сведения из теории:
Табличные значения производных элементарных функций, тригонометрических и обратных тригонометрических функций:
	

	

	




Правила вычисления производных:






Пример Вычислите производную функции .
Решение:
воспользуемся формулами и правилом 1 вычисления производных:




Пример Вычислите производную функции 
Решение:
воспользуемся формулами и правилом 2 вычисления производных:


Приведем дроби к общему знаменателю:



Задания для самостоятельного решения:
Вычислите производную функции:
	1 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	3 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	4 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	5 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	
9 вариант                                         3) ;


1) ;                   4).

2) ;



Контрольные вопросы:
1. Перечислите значения производных некоторых табличных функций.
2. Сформулируйте правила вычисления производных.

Практическое занятие №38,39 «Производная сложной функции»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· систему и определение производной, второй производной и производных высших порядков;
· табличные решения производных элементарных функций, в том числе обратных тригонометрических функций;
· правила вычисления производной сложной функции;
уметь:
· находить производную сложной функции;
· находить вторую производную и производную высших порядков.

Сведения из теории:
Производная сложной функции






Пусть функция , х(а;b), имеет производную в точке х0(а;b), а функция  имеет производную в точке . Тогда сложная функция  имеет производную в точке х0, которая вычисляется по формуле:

.


Пример Вычислите производную функции .
Решение:
представим заданную функцию как композицию квадратичной функции и степенной



;



Производные высших порядков

Вторая производная это производная от первой производной, т.е. , и т.д.
Производные высших порядков обозначаются римскими цифрами.


Пример Найти четвертую производную .
Решение:
вычисляем последовательно производные:



Задания для самостоятельного решения:
Вычислите значение «сложной» производной в указанной точке:
	1 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	2 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	3 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	4 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	5 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	6 вариант

1) 

2) 

3) 

4) ;

5) 

	7 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	8 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	9 вариант


1)                      2) 


3)                       4) 

5) 



Контрольные вопросы:
1. Сформулируйте правила вычисления производных сложной функции.
2. Что называется второй производной данной функции?


Практическое занятие №40 «Правила и формулы отыскания производных»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· Правила, производных произведения частного 
· уметь:
· находить производные произведения 
· находить производные частного 
Теория:
Правило  (производная произведения двух функций). Производная произведения двух функций вычисляется по формуле
(f (x) g (x))' = f ' (x) g (x) + f (x) g' (x),
     Производная от произведения двух функций равна производной от первой функции, умноженной на вторую функцию, плюс первая функция, умноженная на производную от второй функции.
[bookmark: frac]      Правило 5 (производная частного двух функций). Производная от дроби (частного двух функций) вычисляется по формуле
[bookmark: complex]    

1) y=3x²·2sinx.
Все, что стоит до знака умножения — это u, значит, здесь u=3x². Все, что стоит после знака умножения — это v, соответственно, v=2sinx. Теперь действуем по правилу (uv)’=u’v+v’u: y’=(3x²·2sinx)’=(3x²)’·2sinx+(2sinx)’·3x²=3·2x·2sinx+2·cosx·3x²=12x·sinx+6x²·cosx=
а так как знак умножения перед буквой и перед скобкой обычно не пишут, то получаем:
=12xsinx+6x²cosx=6x(2sinx+3xcosx).

2) y=7cosx(5x³-4x+8).
Здесь перед скобкой знак умножения не стоит, но подразумевается. Соответственно, u=7cosx, v=5x³-4x+8. Теперь находим производную произведения по правилу:
y’=(7cosx)'(5x³-4x+8)+(5x³-4x+8)’·7cosx=
v=5x³-4x+8. Это — сумма функций. Как находить производную суммы и разности, мы уже знаем.
=7·(-sinx)(5x³-4x+8)+(5·3x²-4)·7cosx=-7sinx(5x³-4x+8)+7(5·3x²-4)cosx. Здесь есть общий множитель 7, но смысла выносить его за скобки нет.

  
Опять, знак умножения не стоит, но подразумевается. Определяем u и v и находим производную произведения:
  
  
  
  
  
Приводим дроби к общему знаменателю
  
  
Определяем u и v, далее — производная произведения:
  
  
  
  
Примеры для самопроверки. Найти производную произведения:

  


  
  
  
  
2) u=10x², v=2sinx+5cosx,значит, y’=(10x²)'(2sinx+5cosx)+(2sinx+5cosx)’·10x²=10·2x(2sinx+5cosx)+(2·cosx+5·(-sinx))·10x²=
=20x(2sinx+5cosx)+10x²(2cosx-5sinx).

Производная частного

Пример 1.

[bookmark: Производная_частного]Производная частного
Если функции  и  имеют в точке  производные и если , то в этой точке существует производная их частного  , которая вычисляется по формуле
[bookmark: Пример_3.]
Пример 2.
Найти , если 
Решение:

Пример 3.
 
Здесь u=2-4x, v=3x+7
  
Производную линейной функции полезно помнить: (kx+b)’=k, где k и b — числа, причем k — число, стоящее перех x. А можно найти как производную суммы: (kx+b)’=k·x’+b’=k·1+0=k. Таким образом, (2-4x)’=-4, (3x+7)’=3, и знак умножения перед скобкой и перед буквой обычно не пишется
  
  Пример 4
.

  
  
  
Общий множитель в числителе выносим за скобку, затем дробь сокращаем:

  

Пример 5.
 
 
u=2x³+7x-5, v=6x-8. Расписываем по формуле производной частного:
  
здесь числитель представляет собой сумму и разность функций. Как находить производную суммы и разности, мы уже знаем.
  
  
  

Примеры для самопроверки. Найти производную частного:

  
1) u=5x²-8x, v=7-x. Теперь ищем производную частного:
  
  
  
  
  
  
  
  
Контрольные вопросы: 
1. Написать правило нахождения производной произведения
2. Написать правило нахождения производной частного



Практическое занятие №41 «Составление уравнения касательной»

Цель работы:
студент должен:
знать:
-определения касательной функции функции;
уметь:
-писать уравнение касательной

Сведения из теории:

Алгоритм составления уравнения касательной к графику функции
1. Вычисление значения функции y0 в точке x0:y0 = f(x0). Если исходное значение y0 задано, то переходим к п.2.
2. Нахождение производной y'(x).
3. Вычисление значения производной при x0.
4. Запись уравнения касательной к кривой линии в форме: yk = y0 + y'(y0)(x - x0)

Пример: Написать уравнения касательной к кривой x3 в точке M0 с абсциссой x0 = 2. 
Решение  
Запишем уравнения касательной в общем виде: 
yk = y0 + y'(x0)(x - x0) 
По условию задачи x0 = 2, тогда y0 = 23 = 8 
Теперь найдем производную: 
y' = (x3)' = 3•x2 
следовательно: 
f'(2) = 3•22 = 12 
В результате имеем: 
yk = y0 + y'(x0)(x - x0) 
yk = 8 + 12(x - 2) 
или 
yk = 12•x-16 

Задание:
1. Составьте уравнение касательной к кривой y=4-x2 в точке с абсциссой x=1. 
2.Дана функция y = x3. Составить уравнение касательной к графику этой функции в точке x0 = 2
1. Составить уравнение касательной к графику функции f (x) = 2sin x + 5 в точке x0 = π/2.

Контрольные вопросы:
1. Перечислить шаги по составлению уравнения касательной к графику функции (алгоритм)
2. Назвать геометрический смысл производной функции

· 
Практическое занятие №42 «Исследование функций на монотонность и экстремумы»

Цель работы:
студент должен:
знать:
-определения возрастающей (убывающей) функции;
-определения точки максимума (минимума) функции;
уметь:
-находить промежутки монотонности функции;
-вычислять точки экстремума функции.

Сведения из теории:
Возрастание и убывание функций
Функция f возрастает на множестве Р, если для любых х1 и х2 из множества Р, таких, что х2>х1, выполнено неравенство f(x2)>f(x1).
Функция f убывает на множестве Р, если для любых х1 и х2 из множества Р, таких, что х2>х1, выполнено неравенство f(x2)<f(x1).
Иными словами, функция f называется возрастающей на множестве Р, если большему значению аргумента из этого множества соответствует большее значение функции. Функция f называется убывающей на множестве Р, если большему значению аргумента из этого множества соответствует меньшее значение функции.

Пример Докажите, что функция f(x)=1/x является убывающей.
Решение:
область определения функции: (-∞; 0) и (0; +∞). Рассмотрим поведение функции на каждом интервале:
(-∞; 0): х1=-8, х2=-4, т.е. х2>х1, тогда f(-8)=-0,125, f(-4)=-0,25, т.е f(x2)<f(x1), а значит функция f(x)=1/x является убывающей на интервале (-∞; 0).
(0; +∞): х1=4, х2=8, т.е. х2>х1, тогда f(4)=0, 25, f(8)=0,125, т.е. т.е f(x2)<f(x1), а значит функция f(x)=1/x является убывающей на интервале (0; +∞).
Однако эта функция не является убывающей на объединении этих промежутков. Например, 1>-1, но f(1)<f(-1).

При исследовании функций на возрастание и убывание принято указывать промежутки возрастания и убывания максимальной длины, включая концы (если, конечно, они входят в эти промежутки). Так, можно было сказать, что функция f(x)=1/x является убывающей на отрезке [2; 500]. Это верно, но такой ответ неполон.

При исследовании поведения функции вблизи некоторой точки удобно пользоваться понятием окрестности. 
Окрестностью точки а называется любой интервал, содержащий эту точку. Например, интервал (2; 6) – одна из окрестностей точки 3, интервал (-3,3; -2,7) – окрестность точки -3.

Экстремумы
Точка х0 называется точкой минимума функции f, если для всех х из некоторой окрестности х0 выполнено неравенство f(x)≥f(x0).
Точка х0 называется точкой максимума функции f, если для всех х из некоторой окрестности х0 выполнено неравенство f(x)≤f(x0).

По определениям значение функции f в точке максимума х0 является наибольшим среди значений функции из некоторой окрестности этой точки, поэтому график функции в окрестности х0, как правило, имеет вид гладкого «холма» или заостренного «пика». В окрестности точки минимума графики, как правило, изображаются в виде «впадины», тоже или гладкой или заостренной.
Для точек максимума и минимума функции принято общее название – их называют точками экстремума.
Значение функции в этих точках называют соответственно максимумами и минимумами функции (общее название – экстремум функции). Точки максимума обозначают xmax, а точки минимума xmin. Значения функции в этих точках обозначаются соответственно ymax, ymin.

Пример Начертите эскиз графика функции f, если известно, что f возрастает на промежутке (-∞; 2] и убывает на промежутке [2; +∞). Какой будет точка х=2? 
Решение:
схематично график можно изобразить в виде:

Рисунок 10. Эскиз графика

График имеет вид гладкого «холма», а значит точка х=2 – точка максимума.

Задания для самостоятельного решения:
Начертите эскиз графика функции f, определите вид точек, если:
	1 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 2] и убывает на промежутке [2; +∞).
	2 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -2] и [0; 3], убывает на промежутке [2; 0].
	3 вариант
f возрастает на промежутке [1; 4] и убывает на промежутках (-∞; 1] и [4; +∞).

	4 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -5] и [1; 5], убывает на промежутках [-5; 1] [5; +∞).
	5 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 5] и убывает на промежутке [5; +∞).
	6 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 0] и убывает на промежутке [0; +∞).

	7 вариант
f возрастает на промежутке [-1; 2] и убывает на промежутках (-∞; -1] и [2; +∞).
	8 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -4] и [2; 4], убывает на промежутках [-4; 2] [4; +∞).
	9 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -3] и [2; 5], убывает на промежутках [-3; 2] [5; +∞).



Контрольные вопросы:
1. Какая функция называется возрастающей (убывающей) на некотором промежутке?
2. Дайте определение точке максимума (минимума) функции.

Практическое занятие №43,44 «Построение графиков функции»

Цель работы:
студент должен:
знать:
свойства функций;
схему исследования функции;
уметь:
строить графики функций.

Сведения из теории:
Четные и нечетные функции
Рассмотрим функции области определения которых симметричны относительно начала координат, т.е. для любого х из области определения функции число (-х) также принадлежит области определения. Среди таких функций выделяют четные и нечетные.
Функция f называется четной, если для любого х из области определения f(-x)=f(x).
Функция f называется нечетной, если для любого х из области определения f(-x)=-f(x).

Пример Определите какая из функций является четной (нечетной): у=х4, у=х3.
Решение:
функция у=х4 четная, т.к. х4=(-х)4, т.е. у(-x)=у(x), а функция у=х3 является нечетной, т.к. х3=(-х)3=- х3, т.е. у(-x)=-у(x).


Пример Докажите, что функция  четная.
Решение:
вычислим f(-x):

,

т.е.  – четная по определению.

Свойства графиков:
1. График четной функции симметричен относительно оси ординат.
2. График нечетной функции симметричен относительно начала координат.
Из этих двух правил вытекает следующее: при построении графика четной или нечетной функции достаточно построить его часть для неотрицательных х, а затем отразить полученный график относительно оси ординат (в случае четной функции) или начала координат (в случае нечетной).

Ранее мы строили графики функций «по точкам». Во многих случаях этот метод дает хорошие результаты, если, конечно, отметить достаточно большое число точек. Однако при этом приходится составлять большие таблицы значений функции, а главное, можно не заметить существенных особенностей функции и в итоге ошибиться при построении графика.
Для того чтобы избежать ошибок, надо научиться выявлять характерные особенности функции, т.е. предварительно провести ее исследование.

Схема исследования функций:
1. Найти область определения и область значений данной функции.
1. Выяснить, обладает ли функция особенностями, облегчающими исследование, т.е. является ли функция четной (нечетной), периодической.
1. Вычислить координаты графика функции с осями координат.
1. Найти промежутки знакопостоянства функции.
1. Выяснить, на каких промежутках функция убывает, а на каких возрастает.
1. Найти точки экстремума, вид экстремума (минимум или максимум) и вычислить значения функции в этих точках.
1. Исследовать поведение функции в окрестности характерных точек, не входящих в область определения (например, точка х=0 для функции f(x)=1/x), и при больших (по модулю) значениях, аргумента.

Необходимо заметить, что этот план имеет примерный характер.

Задания для самостоятельного решения:
Построить график функции f, если известны ее свойства:
	1.
	Свойство функции
	1 вариант
	2 вариант
	3 вариант
	4 вариант

	
	Область определения
Область значений
	[-6; 6]

[-2; 5]
	[-5; 4]

[0; 6]
	[-4; 4]

[-3; 6]
	[-5; 3]

[0; 5]

	2
	Точки пересечения графика:

	
	а) с осью Ох
	(-4; 0),
(-2; 0)
	(0; 0)
	(-4; 0),
(-1; 0),
(2,5; 0)
	(3; 0)

	
	б) с осью Оу
	(0; 2,5)
	(0; 0)
	(0; -2)
	(0; 4,5)

	3
	Промежутки знакопостоянства:

	
	а) f(x)>0
	[-6; -4),
(-2; 6]
	[-5; 0),
(0; 4]
	(-4; -1),
(2,5; 4]
	[-5; 3)

	
	б) f(x)<0
	(-4; -2)
	-
	(-1; 2,5)
	-

	4
	Промежутки:

	
	а) возрастания
	[-3; 1],
[4; 6]
	[-5; -2],
[0; 4]
	[-4; -2],
[1; 4]
	[-3; 1]

	
	б) убывания
	[-6; -3],
[1; 4]
	[-2; 0]
	[-2; 1]
	[-5; -3],
[1; 3]

	5.1
	Точки максимума, максимум функции
	xmax=1
ymax=3
	xmax=-2
ymax=2
	xmax=-2
ymax=2
	xmax=1
ymax=5

	5.2
	Точки минимума, минимум функции
	xmin1=-3, 
ymin1=-2;
xmin2=4
ymin2=1
	xmin=0
ymin=0
	xmin=1
ymin=-3
	xmin=-3
ymin=2

	6
	Дополнительные точки графика
	(-6; 3),
(6; 5)
	(-5; 0,5),
(4; 6)
	(4; 6)
	(-5; 3)



Контрольные вопросы:
1. Перечислите свойства функций.
1. Перечислите основные этапы исследования функции.



Практическое занятие №45,46,47 «Свойства степени с рациональным показателем»,  «Преобразование выражений содержащих радикалы»

Цель работы:
студент должен:
знать:
определение корня п-ой степени;
свойства корня;
уметь:
вычислять выражения, содержащие 

Сведения из теории:

Корнем n-й степени из неотрицательного числа а называется такое неотрицательное число b, которое при возведении в степень n дает число а.
Приведем математическую запись определения:

Например: , т. к. ; , т. к. 
Итак, в рассмотренном случае под корнем стоит строго неотрицательное число, но существует также корень из отрицательного числа – это корень нечетной степени, он существует для любых чисел.
                                      
Например: , т.к. , 
Напомним свойства корней n-й степени, которыми мы будем пользоваться при всех преобразованиях:
 при 
, при  (теорема 1);
, при  (теорема 2);
, при  (теорема 3);
, при  (теорема 4);
 при  (теорема 5).
Все дальнейшие преобразования и вычисления базируются на определении и свойствах корня n-й степени.
Пример 1 – вычислить:

Разложим подкоренное выражение на более удобные множители и после этого извлечем корень:

Пример 2 – упростить выражение:

Пример 3 – упростить выражение:

Выполнить тест самостоятельно:
Тест «Преобразование выражений, содержащих радикалы»
	Вариант 1.

1.  Вычислите 



2.  Вычислите 



3. Вычислите 



4. Вычислите 



5. Выполните действия 



6. Выполните действия 



7. Упростите выражение 



8. Упростите выражение 



9. Упростите выражение 



10. Упростите выражение 


	Вариант 2.

1.  Вычислите 



2.  Вычислите 



3. Вычислите 



4. Вычислите 



5. Выполните действия 



6. Выполните действия 



7. Упростите выражение 



8. Упростите выражение 



9. Упростите выражение 



10. Упростите выражение 



	Вариант 3.

1.  Вычислите 



2.  Вычислите 



3. Вычислите 



4. Вычислите 



5. Выполните действия 



6. Выполните действия 



7. Упростите выражение 



8. Упростите выражение 




9. Упростите выражение 


 

10. Упростите выражение 


	Вариант 4.

1.  Вычислите 



2.  Вычислите 



3. Вычислите 



4. Вычислите 



5. Выполните действия 



6. Выполните действия 



7. Упростите выражение 



8. Упростите выражение 



9. Упростите выражение 



10. Внесите множитель под знак корня

 






Практическое занятие №48 «Преобразование выражений, содержащих степени с рациональным и действительными показателями»

Цель работы:
студент должен:
знать:
основные показательные тождества;
свойства степеней с действительными показателями;
уметь:
вычислять степени с действительными показателями.

Сведения из теории:
Повторим определения понятия степени с натуральным, нулевым, целым отрицательным и рациональным показателями:

an= a ∙a ∙a∙…∙a; a-n=1/(an); a0=1, a≠0; am/n=, 

                                          n раз
mЄZ, nЄN, n≥2.
Повторим свойства степеней с рациональным показателем:
при любых х и y справедливы равенства:
axay=ax+y;
ax/ay=ax-y;
(ax)y=axy;
(ab)x=axbx;
(a/b)x=ax/bx.

Степень с действительным показателем
Свойства степеней с действительным показателем:
1. ax/y=a(xk)/(yk), a>0, y, kЄN, xЄZ.
2. ax>0, a>0, xЄR (любая степень положительного числа положительна).
3. ax>1 при a>1, x>0.
4. ax<1 при a>1, x<0.
5. 1x=1 (любая степень единицы равна единице).
6. ax<1 при 0<a<1, x>0.
7. ax>1 при 0<a<1, x<0.
8. Если a>1, a≠1, то для любого положительного числа b существует единственное действительное число х такое, что ах=b при b>0.
9. Любая положительная степень нуля равна нулю.

Кроме перечисленных свойств важно отметить три свойства, на которых основано решение простейших показательных уравнении и неравенств:
10. Если ax=ay, то x=y при a>0, x, y≠1.
11. Если ax<ay, то x<y при a>0.
12. Если ax<ay, то x>y при 0<a<1.

Правила действия над степенями с действительным показателем выражаются формулами (тождествами):
13. aαaβ=aα+β.
14. aα ׃aβ=aα-β.
15. (aα)β=aαβ.
16. (ab)α=aαbα при a>0, b>0.
17. |ab|α=|a|α |b|α при ab>0.
18. (a/b)α=aα /bα при a>0, b>0.
19. |a/b|α=|a|α /|b|α при ab>0.

Формулы, обратные формулам 1-7, так же верны.

Пример 

Вычислите: .
Решение:
упростим заданное выражение, использую свойства степеней:



.

Пример 

Вычислите: .
Решение:
упростим заданное выражение, использую свойства степеней:



Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	2 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	3 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.

	4 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	5 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	6 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.

	7 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	8 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	9 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.



Контрольные вопросы:
1. Перечислите основные показательные тождества.
1. Перечислите свойства степеней с действительными показателями.

ПРАКТИЧЕКОЕ ЗАНЯТИЕ 49 «Решение иррациональных уравнений»

Цель:
определение и основные методы решения иррациональных уравнений,

Теория:
Определение. Уравнение с одной переменной  называют иррациональным, если хотя бы одна из функций  или содержит переменную под знаком радикала.
При решении иррациональных уравнений необходимо установить область допустимых значений переменных, исходя из условия, что все радикалы, входящие в уравнение, должны быть арифметическими.
1. Метод, основанный на монотонности функции
Этот метод основан на следующем теоретическом положении: “Если функция  возрастает в области определения и число входит в множество значений, то уравнение  имеет единственное решение.”
Для реализации метода, основанного на этом утверждении требуется:
а) Выделить функцию, которая фигурирует в уравнении.
b) Записать область определения данной функции.
c) Доказать ее монотонность в области определения.
d) Угадать корень уравнения.
t) Обосновать, что других корней нет.
f) Записать ответ.
Пример 1. .
Наличие радикалов четной степени говорит о том, что подкоренные выражения должны быть неотрицательными. Поэтому сначала найдем область допустимых значение переменной .

Очевидно, что левая часть уравнения не существует ни при одном значении неизвестного . Таким образом, вопрос о решении уравнения снимается – ведь нельзя же осуществить операцию сложения в левой части уравнения, так как не существует сама сумма. Каков же вывод? Уравнение не может иметь решений, так как левая часть не существует ни при одном значении неизвестного .
Пример 2. 
Рассмотрим функцию .
Найдем область определения данной функции:

Данная функция является монотонно возрастающей.
Для  эта функция будет принимать наименьшее значение при , а далее только возрастать.. Число 5 принадлежит области значения, следовательно, согласно утверждению .
Проверкой убеждаемся, что это действительный корень уравнения..
2. Метод возведения обеих частей уравнений в одну и ту же степень.
Теорема.
Если возвести обе части уравнения  (1) в натуральную степень , то уравнение  (2) является следствием уравнения (1).
Доказательство. Если выполняется числовое равенство , то по свойствам степени выполняется равенство , т.е. каждый корень уравнения (1) является и корнем уравнения (2), это значит, что уравнение (2) является следствием уравнения (1).
Если , то справедливо и обратная теорема. В этом случае уравнения (1) и (2) равносильны.
Если , равенство  справедливо, если выполняется хотя бы одно из равенств  и . Значит уравнения (1) и (2) в этом случае не равносильны. Поэтому, если в ходе решения иррационального уравнения  приходилось возводить обе его части в степень с четным показателем, то могли появиться посторонние корни. Чтобы отделить их, проверки можно избежать, введя дополнительное требование . В этом случае уравнение  равносильно системе . В системе отсутствует требование , обеспечивающее существование корня степени , т.к. оно было бы излишним в связи с равенством .
Пример 1.

,
,
.
Ответ:
Если в уравнение входят несколько радикалов, то их можно последовательно исключать с помощью возведения в квадрат, получая в итоге уравнение вида  При этом полезно учитывать область допустимых значений исходного уравнения.
Пример 2. 


Ответ: 
3. Решение уравнений с использованием замены переменной.
Введение вспомогательной переменной в ряде случаев приводит к упрощению уравнения. Чаще всего в качестве новой переменной используют входящий в уравнение радикал. При этом уравнение становится рациональным относительно новой переменной.
Пример1. 

Пусть  тогда исходное уравнение примет вид:
, корни которого  и  Решая уравнение , получаем  и 
Ответ: 
В следующих примерах используется более сложная замена переменной.
Пример 2

Перенесем в левую часть все члены уравнения и произведем дополнительные преобразования: .

Замена  приводит уравнение к виду  корнями которого являются  и 
Осталось решить совокупность двух уравнений:

Ответ: 
4. Метод разложения на множители выражений, входящих в уравнение.
Теорема.
Уравнение , определенное на всей числовой оси, равносильно совокупности уравнений 
Пример1.

При  уравнение принимает вид: которое равносильно совокупности двух уравнений: 
Ответ: 
Выделить общий множитель часто бывает очень трудно. Иногда это удается сделать после дополнительных преобразований. В приведенном ниже примере для этого рассматриваются попарные разности подкоренных выражений.
Пример 2.

Если внимательно посмотреть на уравнение, то можно увидеть, что разности подкоренных выражений первого и третьего , а также второго и четвертого членов этого уравнения равны одной и той же величине 
В таком случае далее следует воспользоваться тождеством:

Уравнение примет вид:
 или

Корень уравнения т.е. число  при подстановке в исходное уравнение дает верное равенство.
Уравнение  не имеет решений, так как его левая часть положительна в своей области определения.
Ответ:
5. Метод выделения полных квадратов при решении иррациональных уравнений.
При решении некоторых иррациональных уравнений полезна формула 
Пример 1.

Преобразуем уравнение следующим образом:

или

Обозначим  и решим полученное уравнение
методом интервалов.

Разбирая отдельно случаи , находим,
что решениями последнего уравнения являются .
Возвращаясь к переменной , получаем неравенства



Ответ:

Самостоятельно решите уравнение, систему уравнений:




1.                  


2.                              


3.                 


4.                     
  


5.                              


6. 

Контрольные вопросы:

1.Перечислить основные методы решения иррациональных уравнений

Практическое занятие 50 «Корень n-ой степени»
Цель:
определение корня n-ой степени, его свойства
Студент должен знать определение корня n-ой степени, его свойства

Теория
Определение:
Пусть  называется такое число  степень которого равна .
Таким образом, утверждение « — корень -й степени из »означает, что .
Корень 3-й степени называется также кубическим.
Например, кубический корень из числа  — это число , так как . Кубический корень из числа  — это число , так как .
Корень 7-й степени из числа 128 — это число 2, так как . Корень 7-й степени из числа -128 — это число -2, так как . Корень 7-й степени из числа 0 — это 0, так как .
Во множестве действительных чисел существует единственный корень нечетной степени п из любого числа . Этот корень обозначается 
Например, .
Утверждение о существовании корня нечетной степени из любого числа мы принимаем без доказательства. Согласно определению, когда п нечетное, то при любом значении а верно равенство 
Например, 
Заметим, что 0 — это единственное число, -я степень которого равна 0. Поэтому при любом натуральном  существует единственный корень -й степени из 0 — это число 0, т. е. .
Примерами корней четной степени могут служить квадратные корни: -7 и 7 — квадратные корни из 49, а -15 и 15 — из 225. Рассмотрим еще несколько примеров. Корни 4-й степени из числа 81 — это числа 3 и -3, так как  и . Корни 6-й степени из числа 64 — это числа 2 и -2, так как и .
Во множестве действительных чисел существует ровно два корня четной степени п из любого положительного числа а, их модули равны, а знаки противоположны. Положительный корень обозначается 
Например,
Утверждение о существовании корня четной степени из любого положительного числа мы принимаем без доказательства. Согласно определению, когда  четное, то при любом положительном, значении а верно равенство 
Например, .
Не существует такого числа, 4-я степень которого равна -81. Поэтому корня 4-й степени из числа -81 не существует. И вообще, поскольку не существует такого числа, четная степень которого была бы отрицательной, то не существует корня четной степени из отрицательного числа.
Определение:
Неотрицательный корень -й степени из числа  называется арифметическим корнем -й степени из .
При четном  символом  обозначается только арифметический корень -й степени из числа  (при чтении записи  слово «арифметический» обычно пропускают).
Выражение, стоящее под знаком корня, называется подкоренным выражением.
Извлечь корень -й степени из числа  — это значит найти значение выражения 
Так как корня четной степени из отрицательного числа не существует, то выражение  при четном  и отрицательном  не имеет смысла.
Например, не имеют смысла выражения 
Как мы установили, при любом значении , при котором выражение  имеет смысл, верно равенство
 (1)
Поэтому равенство (1) является тождеством.
В конце XV в. бакалавр Парижского университета Н. Шюке внес усовершенствования в алгебраическую символику. В частности, знаком корня служил символ  (от латинского слова radix — корень). Так, выражение в символике Шюке имело вид 
Знак корня  в современном виде был предложен в 1525 г. чешским математиком К. Рудольфом. Его учебник алгебры переиздавался до 1615 г., и по нему учился знаменитый математик Л. Эйлер.
Знак  еще называют радикалом.
[bookmark: Определение_корня_n-й_степени]Определение корня n-й степени
Корнем  степени  из числа  называется число, степень которого равна .
Например, корнем  степени из числа  является , потому что . Корнем  степени из числа  является  и , потому что  и .
Если  нечетное число, то для любого числа  существует единственное действительное число,  степень которого равна .
Если  четное число, то при  существуют два действительных числа,  степень которых равна . Эти числа являются взаимно противоположными.
Если  четное число, при   не имеет действительного корня.
Арифметическим корнем  степени из числа называется неотрицательное число,  степень которого равна . Обозначается  и читается так: «корень  степени из числа ». Число  называется подкоренным числом или подкоренным выражением,  - показателем корня. При  отрицательный корень четной степени из числа  обозначается 
Корень нечетной степени из отрицательного числа можно выразить через арифметический корень той же степени. Например, 
Если , то 
Если  нечетное число, то выражение  имеет смысл для любого 
Если  четное число, то выражение  имеет смысл только при 
При всех значениях имеющего смысл выражения , справедливо 
Если  нечетное число, Если  четное число, то 
Пример 1: 
Если , то 
Пример 2: 
Примеры:
1. Уравнение с нечетной степенью  имеет единственный действительный корень: 
2. Уравнение  не имеет действительных корней, т.к. степень с четным показателем не равна отрицательному числу.
3. Уравнение  имеет два действительных корня: 
[bookmark: Корень_n-й_степени_и_его_свойства]Корень n-й степени и его свойства
Свойство 1.
Если  и  то, 
Корень  степени из произведения неотрицательных сомножителей равен произведению корней  степени сомножителей.
Пример: 
Свойство 2.
Если  и то, 
Корень из дроби  степени с неотрицательным числителем и положительным знаменателем равен отношению корней степени числителя и знаменателя.
Пример: 
Свойство 3.
Если  - натуральные числа и , то 
Пример: 
Свойство 4.
Если  - натуральные числа и , то 
Действительно, при  выражения  и  имеют смысл и их значения неотрицательны. Т.к. то, 
Пример: 
Свойство 5.
Если  натуральные числа и  то, . Если показатель корня и показатель степени подкоренного выражения умножить или разделить на одно и то же натуральное число, то значение корня не изменится. Действительно, согласно свойству 4, 
Пример: 
Пример: Вычислите значение выражения 

[bookmark: Вынесение_множителя_из-под_знака_контрол]Вынесение множителя из-под знака корня
Примеры: 
[bookmark: Примеры_с_решением]Примеры с решением
Пример №1
Верно ли, что:
а) б) 
Решение:
а) По определению арифметический корень -й степени из неотрицательного числа  (—четное число) является неотрицательным числом, -я степень которого равна подкоренному выражению .
Поскольку , то равенство  неверное. Верно равенство 
б) По определению корень -й степени из числа  ( — нечетное число) является числом, -я степень которого равна подкоренному выражению .
Поскольку — верное равенство, то равенство верное.
Пример №2
Решить уравнение:

Решение:
а) Решением этого уравнения является такое значение , 3-я степень которого равна 7, т. е. по определению кубического корня имеем:

б) Решением этого уравнения является такое значение х, 4-я степень которого равна 5, т. е. (по определению)  — это корень 4-й степени из числа 5. Но из положительного числа 5 существуют два корня четвертой степени, которые равны по модулю и имеют противоположные знаки. Поскольку положительный корень обозначают , то второй корень равен , т. е.
Ответ: 
В тетради решение уравнения б) (аналогично и а)) можно записать так:
Решение:

Ответ:
Пример №3
Решить уравнение:

Решение:
а) Число 8 — четное, значит, данное равенство является тождеством при , поэтому каждое неотрицательное значение х является решением (корнем) уравнения 
б) Число 13 — нечетное, значит, данное равенство является тождеством при любом значении , поэтому решением уравнения  является любое действительное число, a R — множество всех его корней.
Ответ: 
Пример №4
Решить уравнение:

Решение:
Обозначим , тогда получим уравнение 
Корни этого уравнения 
Таким образом, имеем 
откуда  (поясните, почему уравнение  не имеет корней).
Ответ: 
	Самостоятельная работа по алгебре
по теме «Корень n-й степени»
Вариант 1
1. Вычислите:
1) ; 2) ; 3) ; 4) ;
5) ; 6) ; 7) ;
8) ; 9) ;
10) ; 11) ;
12) ; 13);
2. Является ли четной или нечетной функция:
а) , б) .
	Самостоятельная работа по алгебре
по теме «Корень n-й степени»
Вариант 2
1. Вычислите:
1) ; 2) ; 3) ; 4) ;
5) ; 6) ; 7) ;
8) ; 9) ;
10) ; 11) ;
12) ; 13) ;

2. Является ли четной или нечетной функция:
а) , б) .




ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 51 «Решение простейших показательных уравнений»
Цель работы:
студент должен:
знать:
свойства степеней;
способы решения показательных уравнений;
уметь:
решать уравнения, содержащие переменную в показателе степени.
Теория:
Рассмотрим уравнение 2x = 8. В какую степень надо возвести 2, чтобы получить 8? Ясно, что в степень 3.
Более того, x = 3 — единственное решение данного уравнения. Это легко понять, посмотрев на график показательной функции y = 2x: данная функция монотонно возрастает и потому каждое своё значение принимает ровно один раз. Иными словами, не существует других значений x, кроме 3, таких, что 2x = 8.

Простейшее показательное уравнение — это уравнение вида
	
	ax = b,
	(1)


где a > 1 или 0 < a < 1.
Если b > 0, то уравнение (1) имеет решение, и притом единственное. Действительно, при a > 1 показательная функция монотонно возрастает, а при 0 < a < 1 — монотонно убывает; в любом случае она принимает каждое своё значение ровно один раз.
А вот если b ⩽ 0, то уравнение (1) не имеет решений: ведь показательная функция может принимать только положительные значения.
Любое показательное уравнение после соответствующих преобразований сводится к решению одного или нескольких простейших.
В задачах достаточно представить левую и правую части в виде степеней с одинаковым основанием.
1. 
Вспоминаем, что 125 = 53. Уравнение приобретает вид: 5x−7 = 5−3
В силу монотонности показательной функции показатели степени равны: x − 7 = −3, откуда x = 4.
2. 
Поскольку , уравнение можно записать в виде:
Дальнейшее ясно:
  
	Вариант1
	вариант2.

	1. Найдите корень уравнения  .
2. Найдите корень уравнения  .
3. Найдите корень уравнения  .
4. Найдите корень уравнения:  
5. Найдите корень уравнения  .
6. Найдите корень уравнения  .
7. Найдите корень уравнения:  
8. Найдите корень уравнения:  
9. Найдите решение уравнения:  
10. Решите уравнение .
11. Решите уравнение  


	1. Найдите корень уравнения  .
2. Найдите корень уравнения  .
3. Найдите корень уравнения  .
4. Найдите корень уравнения:  
5. Найдите корень уравнения  .
6. Найдите корень уравнения  .
7. Найдите корень уравнения:  
8. Найдите корень уравнения:  
9. Найдите решение уравнения:  
10. Решите уравнение .
11. Решите уравнение  .


































	


	



Контрольные вопросы:
1. Каким образом решается простейшее показательное уравнение
2. Сколько  значений принимает показательная функция в точке

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 52 «Решение показательных неравенств» 

Цель работы:
студент должен:
знать:
на каких свойствах функции основано решение показательных неравенств;
уметь:
решать показательные неравенства
  
Показательным неравенством называется неравенство, в котором переменная содержится в показателе степени.
Решение простейших показательных неравенств основано на свойстве возрастания (убывания) показательной функции: если основание показательной функции больше единицы, то показательная функция возрастает на R , то есть большему значению функции соответствует большее значение аргумента, а меньшему значению функции соответствует меньшее значение аргумента.
Если основание показательной функции больше нуля, но меньше единицы, то показательная функция убывает на R, то есть большему значению функции соответствует меньшее значение аргумента, а меньшему значению функции соответствует большее значение аргумента.
Простейшие неравенства

	Тип неравенства
	Вид неравенства
	Решение

	



1.
	
               
                

                      
                       
                       
	
        , 

           знак сохраняется


       (х) , 0,
         
            знак меняется


	





2.
	

                 b

                   

                   

                    b
	
      f(x) ,  

          знак сохраняется


         f(x) ,  0

             знак меняется




Примеры.
Пример 1. Решите неравенство:   
Решение.
Так как основание 5то показательная функция  является возрастающей,
значит большему значению функции соответствует большее значение аргумента, то
есть:     .  
Ответ:.
Пример 2. Решите неравенство: 
Решение.
Используя основное логарифмическое тождество (  представим правую часть неравенства в виде  7=, тогда решение  данного неравенства запишется следующим образом:

х.
Примечание.
При решении данного неравенства использовано свойство убывания показательной функции   y=.
Ответ: 
Пример 3.  Решите неравенство:   
Решение.
Данное неравенство не имеет решений , так как   при любом значении хR.
Ответ: 
Пример 4.  Решите неравенство:      (*).
Решение.
           О.О.: 9
Так как правая часть неравенства отрицательна, а   при любом значении х, принадлежащем  О.О., то решением неравенства (*) будут решения неравенства 
9 :
9 0
Ответ: .

Методы решения произвольных показательных неравенств .
Решение большинства показательных неравенств  сводится к решению простейших показательных неравенств.

А. Метод уравнивания оснований.
Примеры.
Пример 1.  Решите неравенство:  
Решение.
  О.О.:   х
Так как  0,0625=,  тогда данное неравенство можно записать в виде:.
Показательная функция  y=  ( 0 является убывающей на R, значит меньшему значению функции соответствует большее значение аргумента, то есть
, но  4= ,  тогда   ,  но  показательная функция  y= (21)   является возрастающей на R, поэтому большему значению функции соответствует большее значение аргумента. В результате этих рассуждений получим и решим следующее неравенство:  .
..
Ответ: .
Пример 2. Решите неравенство:  .
Решение.
                                                                              О.О.:  х                                                                                                                                          



Ответ: .

В.  Метод решения, основанный на разложении на множители.
Примеры.
Пример 1.  Решите неравенство:   х
Решение.
                           О.О.: хR
хх.
Ответ: .
Пример 2.  Решите неравенство:  3  .
Решение.
3  3+(+
Ответ: .

С.  Метод введения вспомогательной переменной.
С помощью подстановки  ,  где t, неравенство приводится либо к  квадратному  неравенству относительно переменной   t, либо к какому-нибудь другому неравенству относительно переменной  t, решается относительно  t , а затем ищется значение переменной х.
Примеры.
Пример 1.  Решите неравенство:  .
Решение.
                   О.О.:
Пусть ,        .
Вернемся к переменной   х  и  получим два неравенства:
 1) .
  решений нет, так как       для   .
Ответ:  .
Пример 2.  Решите неравенство:  4 .
Решение.
4 + 3

 .  Пусть , тогда  4
Выделим  из  многочлена  квадрат  двучлена:

=,  то есть при любом значении  t   Таким образом,  дробь
      если   t,  но t=,  тогда  .
Ответ:  .

D. Неравенства, левая часть которых имеет вид   АB, 

Неравенства такого типа решаются с помощью деления обеих частей на 
.

Примеры.
Пример 1.  Решите неравенство:   3.
Решение.
3.
Разделим обе части  последнего неравенства на   :
3  Введем новую переменную  t =  ,   t
3.   Вернемся к переменной  х:
  .
Ответ:  .
Пример 2.  Решите неравенство:  9.
Решение.
 9 .
Ответ:  .
Е.  Графический способ решения.
При решении неравенств графическим способом необходимо рассмотреть две функции, построить их графики в одной системе координат и выяснить при каких значениях аргумента значения одной функции больше (меньше)  значений другой функции. Найденные значения аргумента и есть  решения неравенства.
Примеры.
Пример 1. Решите неравенство:  
Решение.
Чтобы решить данное неравенство графическим способом,  рассмотрим две функции:   f(x)=   и   g(x)= 11-х,  D(f)=R, D(g)=R.
1.Функция  f(x)=  - показательная функция по основанию «3». Для построения графика зададим таблицу ее значений:

	х
	-1
	0
	1
	2
	3

	f(x)=   
	
	1
	3
	9
	27


 
2. Функция   g(x)= 11-х  - линейная функция, ее графиком является прямая.
	х
	2
	3

	g(x)= 11-х
	9
	8



3. Построим графики этих функций в одной системе координат и выясним , при каких значениях переменной х  выполнено неравенство:   f(x) g(x).








Рассмотрим два  интервала:  :
 если  х,  то f(x) ,   f(x)   Значит, решением неравенства     являются значения х, принадлежащие промежутку  .
Ответ: .



Пример 2. Решите  неравенство:    .
Решение.
Чтобы решить данное неравенство графическим способом,  рассмотрим две функции:   f(x) =   и   g(x) =  ,  D(f)=R,  D(g)=
1.Функция f(x) =  - показательная функция с основанием    . Для построения графика зададим таблицу ее значений:
	х
	-2
	-1
	0
	1
	2

	f(x)=   
	9
	3
	1
	
	



2. Функция   g(x)=  – функция  обратная пропорциональность, ее графиком является  гипербола , расположенная во 2-й  и 4-й  координатных четвертях.
	х
	-6
	-3
	-1
	1
	3
	6

	g(x)= 
	0,5
	1
	3
	-3
	-1
	-0,5


 
3. Построим графики этих функций в одной системе координат и выясним , при каких значениях переменной х  выполнено неравенство:   f(x)  g(x).

  







Рассмотрим три   интервала:    и  :
 если  х,  то f(x) ,  то  f(x) Значит, решением  неравенства          являются значения х, принадлежащие  промежутку  
Ответ:

Задания для самоконтроля
Уровень А

1.Решите неравенство:    
2.Решите неравенство, применяя  метод  уравнивания  оснований:

3.Решите  неравенство, применяя  метод  разложения  на множители:
8
4.Решите неравенство, применяя  метод введения  новой переменной:

5.Решите  неравенство,  содержащее  выражение  вида 
 A, где  A, B, C- некоторые числа,  причем   k, m:
4
6.Решите неравенство графическим способом:

Уровень В

1.Решите неравенство:    
2.Решите неравенство, применяя  метод  уравнивания  оснований:

3.Решите  неравенство, применяя  метод  разложения  на множители:

4.Решите неравенство, применяя  метод введения  новой переменной:

5.Решите  неравенство,  содержащее  выражение  вида 
 A, где  A, B, C- некоторые числа,  причем   k, m:

6.Решите неравенство графическим способом:


Самостоятельная работа

	1
	

	


	2
	

	


	3
	

	


	4
	

	


	5
	

	


	6
	

	


	7
	


	


	8
	

	


	9
	

	


	1. 
	

	


	2. 
	

	


	3. 
	

	





Контрольные вопросы:
1. на каких свойствах функции основано решение показательных неравенств;
2. Перечислите методы решения показательных неравенств







Практическое занятие №57,58,59,60 «Решение показательных уравнений и неравенств»

Цель работы:
студент должен:
знать:
свойства степеней;
способы решения показательных уравнений;
уметь:
решать уравнения, содержащие переменную в показателе степени.

Сведения из теории:
Уравнение, содержащее переменную в показателе, называется показательным.
При решении показательных уравнений вида af(x)=ak(x) (где a>0, a≠0) используется следующее свойство: (af(x)=ak(x))→(f(x)=k(x)).
Преобразование показательного уравнения к виду af(x)=ak(x) выполняется многими способами. Рассмотрим некоторые способы.

Примеры.
Пример 1. Решите уравнение: 34x-5 = 3x+4 .
Решение.
34x-5 = 3x+4 <=> 4x 5 = x+4 <=> 3x=9<=> x = 3 .
Ответ:3
Пример 2. Решите уравнение: 2x-4 = 3 .
Решение.
2x-4 = 3 <=> x- 4 =   x =  + 4 <=> x =  +  <=> x =  .
Ответ:.
Пример 3. Решите уравнение:-3x = -7 .
Решение.
-3x = -7 , решений нет, так как -3x > 0 для  x  R .
Ответ: .
2. Методы преобразования показательных уравнений к простейшим.
Метод уравнивания оснований.
Примеры.
Пример 1. Решите уравнение: 27- = 0 .
Решение.
27- = 0 <=> 3334x-9- (32)x+1 = 0 <=> 33+ (4x-9)- 32(x+1) = 0<=> 34x-6-32x+2 = 0 <=> 34x-6 = 32x+2<=> 4x-6=2x+2 <=> 2x = 8 <=> x=4.
Ответ: 4.
Пример 2. Решите уравнение:  .
Решение.
 0 <=> (22)x3x5x = 604x-15 <=> 4x3x5x = 604x-15 <=> (4x = 604x-15 <=> 60x=604x-15 <=> <=>x=4x-15 <=> 3x=15 <=> x=5.
Ответ: 5.
Уравнения, решаемые разложением на множители.
Примеры.
Пример 1. Решите уравнение: x2x = 22x + 8x-16.
Решение.
x2x = 2*2x + 8x-16 <=> x*2x – 2-2x = 8x-2) <=> 2x(x-2) - 8 <=> (x-2) x - 8) = 0 <=>  <=>  <=>  <=>  .
Ответ: 
Пример 2 . Решите уравнение: 
Решение.
52x - 7x - 52x35 +7x = 0 <=> (52x - 7x)((
Ответ: 0.
Уравнения, которые с помощью подстановки f(x) = t, t>0 преобразуются к квадратным уравнениям (или к уравнениям более высоких степеней).
Пусть  , где А, В, С - некоторые числа. Сделаем замену:  >0, тогда A2 + B + C = 0
Решаем полученное уравнение, находим значения t, учитываем условие t >0 , возвращаемся к простейшему показательному уравнению f(x) = t, решаем его и записываем ответ.
Примеры.
Пример 1 . Решите уравнение: 22+x - 22-x = 5.
Решение.
22+x - 22-x = 5 <=> 222x -  = 15 <=> 4(2x)2 - 4 = 15x
Делаем замену t = 2x, t > 0. Получаем уравнение 42 - 4 = 15t <=> 4t2 - 15t - 4=0
<=>  , t =  не удовлетворяет условию t > 0.
Вернемся к переменной х:
2х = 4<=> 2x = 22 <=> x=2.
Ответ: 2
Пример 2. Решите уравнение: 
Решение.
5
Делаем замену:  , тогда Получаем уравнение:
5 , t = не удовлетворяет условию t 
Вернемся к переменной Х:
Ответ: 2.
Уравнения, левая часть которых имеет вид A  nx +B  kx bmx +С bnx, где k,m N, k + m = n
Для решения уравнения такого типа необходимо обе части уравнения разделить либо на nx, либо на nx и получится уравнение типа С).
Примеры.
Пример 1. Решите уравнение: 222x - 5x + 332x = 0.
Решение.
222x - 5x + 332x = 0 <=> 22x - 5x3x + 332x = 0 <=> 2 -  + 3 = 0 <=>
<=> 22x - 5x + 3 = 0
Пусть t = x, t>0 , тогда 2t- 5t + 3 = 0 <=>  , оба значения t удовлетворяют условию t Вернемся к переменной х:
 <=>  <=>  .
Ответ: 
Пример 2. Решите уравнение: 8x + 18x - 227x = 0 .
Решение.
8x + 18x - 227x = 0 <=>  +  - 2 = 0 <=> 23x + 2x 32x - 233x = 0<=>
<=>  +  - 2 = 0 <=>  +  - 2 = 0.
Пусть  = t, t>0 , тогда t3 + t - 2 = 0<=> (t3 - 1) + (t -1 )= 0 <=> (t-1) (t2 +t +1) + (t - 1) <=> (t - 1) (t2 + t +2) = 0 <=>  <=> t - 1= 0 <=> t=1. (t>0)
Вернемся к переменной х:  = 1 <=> =  x = 0 .
Ответ: 0.
К данному типу уравнений относятся уравнения , левая часть которых имеет вид , где А, В, С -некоторые числа, причем .
Уравнения такого типа решаются с помощью подстановки :
= t , тогда =  .
Пример 3. Решите уравнение: 
Решение.

Заметим, что произведение оснований степени равно единице:
(. Поэтому можно ввести новую переменную: , причем . Получим уравнение:
t ,оба корня удовлетворяют условию :.
Вернемся к переменной х:
 .
Ответ: .
Е. Уравнения, имеющие вид Aam = Bbm.
Для решения необходимо обе части уравнения разделить либо на am, либо на bm. В результате получается простейшее уравнение.
Примеры.
Пример 1. Решите уравнение: 7х = 5х.
Решение.
7х = 5х <=>  = 1 <=>  =  <=> x = 0.
Ответ: 0.
Пример 2. Решите уравнение: .
Решение.
.
Ответ: 2.
Метод, основанный на использовании свойства монотонности показательной функции .
Примеры.
Пример 1. Решите уравнение:  .
Решение.
Заметим, что при х=1 уравнение обращается в тождество. Следовательно, х=1 - корень уравнения. Перепишем уравнение в виде
 (*)
Так как при основании, меньшем единицы, показательная функция убывает на R, то при х левая часть уравнения (*) больше единицы, то есть

Если то левая часть уравнения меньше единицы, то есть

Поэтому, других корней, кроме х=1, уравнение  не имеет.
Ответ: 1.
Пример 2. Решите уравнение:  .
Решение.
Это уравнение также обращается в тождество при х=1.
Перепишем уравнение в виде:
 .
При основании, меньшем единицы, показательная функция убывает на R.
Поэтому при х а при х: . Таким образом, других корней, кроме х=1 , уравнение  не имеет.
Ответ: 1.

4. Из рисунка видно, что прямая и кривая пересекаются в двух точках- в точке А и в точке В. По графику определяем абсциссы этих 
	1 вариант

1) ;

2) .
	2 вариант
1) 23х=5х;


	3 вариант
1) 3х=7х/2;

2) .

	4 вариант
1) 5х-3=23-х;

2) .
	5 вариант

1) ;

2) .
	6 вариант
1) 3х-5=81;

2) 0,01=10-х.

	7 вариант

1) ;

2) .
	8 вариант

1) ;

2) 
	9 вариант

1) ;

2) 1000=100х.



Контрольные вопросы:
1. Что называется показательным уравнением?
1. Запишите свойство, которое используют при решении показательных уравнений.

Практическое занятие № 53 «Решение систем показательных уравнений и неравенств»

Цель работы:
студент должен:
знать:
способы решения систем показательных уравнений;
уметь:
решать системы уравнений, содержащие переменную в показателе степени.

Сведения из теории:
Способ подстановки основан на следующих утверждениях:
Если в системе заменить одно из уравнений на равносильное ему, а остальные оставить без изменения, то полученная система будет равносильна исходной.
Если система содержит уравнения х=    (у), то система, полученная подстановкой во все уравнения системы(кроме х=   (у)) вместо х выражения    (у), будет равносильна исходной

Способ сложения обосновывается утверждением: если f(x)=g(x) и u(x)=v(x) - два уравнения одной системы, то, заменяя уравнение f(x)=g(x) на уравнение f(x)+u(x)=g(x)+v(x) и остальные уравнения оставляя без изменения, получим систему, равносильную исходной.
Система         f(x)=g(x),
                       u(x)=v(x)      равносильна каждой из систем

f(x)+u(x)=g(x)+v(x),              
f(x)-u(x)=g(x)-v(x)             

f(x)=g(x)
f(x)+u(x)=g(x)+v(x).

Решить систему уравнений

Решение:
Полагая  заменим исходную систему алгебраической системой

которая равносильна системе

имеющей решение  Следовательно, откуда находим 
Ответ.
Пример 
Решить систему уравнений
 
Решение:
Полагая в (1)  получаем уравнение , имеющее корни 
Так как показательная функция принимает только положительные значения, то уравнение (1) равносильно уравнению  откуда находим
 
Исключая  из системы (2), (3), получаем уравнение  имеющее корни  Соответствующие значения  определяются формулой (3).
Ответ.
Пример 
Решить систему уравнений
 
Решение:
Разложим правые части уравнений системы (4) на множители:  Поэтому исходную систему можно записать в виде

Перемножив, а затем разделив почленно уравнения этой системы, получаем систему

которая равносильна системе

имеющей единственное решение 
Ответ. 
Пример
Решить систему уравнений

Решение:
Положим Тогда система примет вид
 
Система (5) равносильна совокупности двух систем:
 
Система (6) не имеет решений. Система (7) является однородной. Разделив почленно ее уравнения и полагая  получаем

откуда  Значение следует отбросить, так как Если  т. е.  то из первого уравнения системы (7) находим  Итак,  т. е.   откуда 
Ответ. 
Пример
Решить систему уравнений
 
Решение:
Возведя обе части уравнения (9) в степень  и учитывая, что  преобразуем это уравнение к виду
 
Система (8), (10) приводит к уравнению

являющемуся следствием системы (8), (9). Это уравнение равносильно уравнению  откуда
 
Из (11) и (9) получаем уравнение  равносильное совокупности уравнений
 
Решив системы (11), (12) и (11), (13), находим и Обе эти пары чисел, как показывает проверка, образуют решение системы (8), (9).
Ответ. 
Пример 
Решить систему уравнений
 
Решение:
Запишем систему в следующем виде:
 
Перемножив почленно уравнения системы (15), получаем

или
 
Уравнение (16), являющееся следствием системы (14), равносильно уравнению откуда  Подставим в систему (15). Тогда каждое из уравнений (15) можно записать в виде  откуда  и тогда
Ответ. 

Решить самостоятельно
1. 
2. 
3. 
Контрольные вопросы:
1. Какие способы решения систем показательных уравнений вы знаете?

Практическое занятие 54 «Решение показательных уравнений и неравенств»

Цель работы:
студент должен:
знать:
способы решения показательных уравнений и неравенств
уметь:
решать уравнения, неравенства, содержащие переменную в показателе степени.

Решение показательных уравнений
Показательными называются уравнения, в которых неизвестная переменная находится только в показателях каких-либо степеней.
Для решения показательных уравнений требуется знать и уметь использовать следующую несложную теорему:
Теорема 1. Показательное уравнение af(x) = ag(x) (где a > 0, a ≠ 1) равносильно уравнению f(x) = g(x).
Помимо этого, полезно помнить об основных формулах и действиях со степенями:
  
Решение показательных неравенств
Показательными называются неравенства, в которых неизвестная переменная содержится только в показателях каких-либо степеней.
Для решения показательных неравенств требуется знание следующей теоремы:
Теорема 2. Если a > 1, то неравенство af(x) > ag(x) равносильно неравенству того же смысла: f(x) > g(x). Если 0 < a < 1, то показательное неравенство af(x) > ag(x) равносильно неравенству противоположного смысла: f(x) < g(x).


Примеры для самостоятельного решения

ВАРИАНТ № 1

Решите уравнение:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .

Решите неравенство:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .




ВАРИАНТ № 2

Решите уравнение:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .

Решите неравенство:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .




ВАРИАНТ № 3

Решите уравнение:
1) ;
2) ;
3) ;
4) 
5) .

Решите неравенство:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .





ВАРИАНТ № 4

Решите уравнение:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .

Решите неравенство:
1) ;
2) ;
3) ;
4) ;
5) .



Практическое занятие №62,63 «Преобразование выражений, содержащих логарифмы»

Цель работы:
студент должен:
знать:
определение логарифма;
свойства логарифмов;
уметь:
решать уравнения, содержащие переменную под знаком логарифма. 

Сведения из теории:

Логарифмом положительного числа b по основанию а (записывают loga b), где а  > 0, a 1, называют показатель степени, в которую нужно возвести число а, чтобы получить число b.


Равенство , где а  > 0, a 1, b > 0, называют   основным логарифмическим тождеством.

x = logab – корень уравнения ax = b, где а  > 0, a 1, b > 0.
Логарифм числа по основанию 10 называется десятичным логарифмом:  log10 b = lg b.
Логарифм числа по основанию е называется натуральным логарифмом:  logе b = ln b.

	



	

	





Логарифмом числа b по основанию а называется показатель степени (х), в которую нужно возвести основание а, чтобы получить число b, т.е. logab=x → ax=b.
При работе с логарифмами применяются следующие их свойства, вытекающие из свойств показательной функции:

1. аlogab=b (где b>0, a>0 и a≠0) называют основным логарифмическим тождеством.
При любом a>0 (a≠0) и любых положительных х и у выполняются равенства:
2. loga1=0.
3. logaа=1.
4. Логарифм произведения равен сумме логарифмов: logaxу=logax+logaу.
5. Логарифм частного равен разности логарифмов: loga(x/у)=logax-logaу.
6. Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм основания этой степени: logaxk=klogax.

Примеры с решениями

1. 


Вычислить: 1)  2)  3) 

Решение. 1) , так как 34 = 81.     





2) Пусть . Тогда по определению логарифма , или , откуда ,. 






3) Пусть . Тогда по определению логарифма , откуда , , , .
2. 


Найти: 1)  2)  3) 


Решение. 1) По определению логарифма (согласно основному логарифмическому тождеству)                2)  

3) 
   

   3.   Вычислить:



1)            2)              3) 
Решение.

1) 

2) 

3)   

Основные свойства логарифмов широко применяются в ходе преобразования выражений, содержащих логарифмы. Среди них формула перехода к новому основанию: logax=logbx/logba. Эта формула верна, если обе ее части имеют смысл, т.е. при x>0, a>0 и a≠0, b>0 и b≠1).
По правилу логарифмирования степени и основному логарифмическому тождеству получаем:
logbx=logb(аlogaх), откуда logbx=logax·logba. Эту формулу так же можно использовать для упрощения выражений.
С помощью формулы перехода можно найти значение логарифма с произвольным основанием а, имея таблицы логарифмов, составленные для какого-нибудь одного основания b. Наиболее употребительны таблицы десятичных и натуральных логарифмов (десятичными называют логарифмы по основанию 10 и обозначают lg, а натуральными логарифмами называют логарифмы по основанию е~2,72 и обозначают ln).

Пример
Вычислите log0,37.
Решение:
воспользуемся формулой перехода к новому основанию и перейдем к основанию 10: 
logax=logbx/logba
log0,37=log107/log100,3=lg7/lg0,3.
Пользуясь калькулятором или специальными таблицами, например, таблицей В.М. Брадиса, находим значение lg7=0,8451.
Используя 5 и 3 свойства логарифмов, вычисляем 
lg0,3=lg(3/10)=lg3-lg10=0,4771-1=-0,5229.
Итак, log0,37=0,8451/(-0,5229)=-1,6162.

Пример
 Вычислите: (lg72-lg9)/(lg28-lg7).
Решение:
используя 5 и 6 свойства логарифмов, вычисляем 
lg72-lg9=lg(72/9)=lg8=lg23=3lg2;
lg28-lg7=lg(28/7)=lg4=lg22=2lg2.
Итак, 
(lg72-lg9)/(lg28-lg7)=(3lg2)/(2lg2)=3/2=1,5.

Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
1) Вычислите log0,25.


2) Дано: . Вычислите: .
	2 вариант
1) Вычислите log3 0,1.

2) Вычислите: .
	3 вариант
1) Вычислите log0,51.


2) Дано: . Вычислите: .

	4 вариант
1) Вычислите log0,74.

2) Вычислите: 
	5 вариант
1) Вычислите log0,29.

2) Вычислите: .
	6 вариант
1) Вычислите log0,310.

2) Вычислите: 

	7 вариант
1) Вычислите log0,370.

2) Вычислить: 
	8 вариант
1) Вычислите log0,320.

2) Вычислите: .
	9 вариант
1) Вычислите log0,330.

2) Вычислите: 



Контрольные вопросы:
1. Дать определение логарифма
2. Перечислить основные свойства логарифмов





Практическое занятие №57,58 «Решение логарифмических уравнений и неравенств»

Цель работы:
студент должен:
знать:
определение логарифма;
свойства логарифмов;
способы решения логарифмических уравнений и неравенств
уметь:
решать логарифмические уравнения и неравенства 

Сведения из теории:
Уравнение, содержащее переменную под знаком логарифма или в основании логарифма, называется логарифмическим.
Рассмотрим простейшее логарифмическое уравнение: logax=b.
Логарифмическая функция возрастает (или убывает) на промежутке (0; +∞) и принимает на этом промежутке все действительные значения. 
Теорема о корне: пусть функция f возрастает (убывает) на промежутке I, число а – любое из значений, принимаемых f на этом промежутке. Тогда уравнение f(x)=a имеет единственный корень в промежутке I.
По вышесказанной теореме следует, что для любого b данное уравнение имеет, и притом только одно, решение.
Из определения логарифма числа следует, что таким числом является ab.

Рассмотрим простейшее логарифмическое уравнение:  (). Нарисуем на координатной плоскости график логарифмической функции. Решением этого уравнения будет пересечение этого графика с горизонтальной прямой .

Мы видим, что при любом  данное уравнение имеет единственное решение (так как логарифмическая функция монотонна). Найти решение этого уравнения можно, используя определение логарифма: . Но можно использовать и метод, который мы применяли для решения простейших показательных уравнений, а именно: представить правую часть в виде логарифма с тем же основанием, что и в левой части: . И приравнять подлогарифмические выражения.
Рассмотрим пример: . Используя определение логарифма, получим: . Чтобы решить это же уравнение вторым способом, необходимо представить правую часть в виде логарифма с основанием 2. Как это сделать? Для этого используют универсальный метод, а именно: .
Тогда  . То есть в общем виде: если мы хотим представить  в виде логарифма с основанием , то мы расписываем , то есть заменяем 1 на  . А дальше вносим множитель перед логарифмом в показатель степени: .
Показательная функция  определена при всех значениях переменной. А логарифмическая  только при положительных: Поэтому при решении логарифмических уравнений необходимо помнить, что  имеет смысл только при .
Таким образом, при решении логарифмических уравнений необходимо либо учитывать ОДЗ (проверять, входят ли полученные корни в него), либо в конце решения сделать проверку. Чаще всего выполнить проверку проще.
Любое более сложное логарифмическое уравнение решается «выливанием воды из чайника», то есть сведением его различными методами к простейшим. Этих методов немного, все они основаны на использовании определения и свойств логарифма. И все эти методы мы рассмотрели на прошлом уроке, выполняя преобразования выражений, содержащих логарифмы.
Таким образом, можно выделить следующие инструменты для решения логарифмических уравнений:
1) Сведение логарифмического уравнения к простейшему.
2) Решение простейшего логарифмического уравнения.
3) Проверка корней (подставить или проверить ОДЗ).
При решении простейших логарифмических уравнений могут возникать линейные, квадратные, иррациональные, показательные уравнения – то есть все те уравнения, которые мы уже умеем решать.

Простейшие логарифмические уравнения и сводящиеся к ним

Пример 
Решите уравнение: log2(х2+4х+3)=3.
Решение:
данному уравнению удовлетворяют те значения х, для которых выполнено равенство: х2+4х+3=23.
Получаем обычное квадратное уравнение х2+4х+3=8 или х2+4х-5=0, корни которого вычисляем с помощью дискриминанта: х1=1; х2=-5.

Пример 
Решите уравнение: log5(2х+3)=log5(х+1).
Решение:
данное уравнение определено для тех значений х, при которых выполнены неравенства: 2х+3>0 и х+1>0 (это следует из определения логарифма). 
Для этих х данное уравнение равносильно уравнению: 2х+3=х+1, из которого находим х=-2.
Выполняя проверку, убеждаемся, что х=-2 не удовлетворяет неравенству х+1>0. Следовательно, данное уравнение корней не имеет.

Пример 
Решите уравнение: log25х-log5х2-3=0.
Решение:
данное уравнение, воспользовавшись свойством степени логарифма, можно переписать в виде: (log5х)2-2log5х-3=0.
Сделаем замену переменной: t=log5х, тогда наше уравнение перепишется в виде: t2-2t-3=0, корни которого вычислим через дискриминант: t1=3, t2=-1.
Вернемся к исходной переменной: log5х=3 или log5х=-1.
Используя определение логарифма получаем корни исходного уравнения: х1=53=125, х2=5-1=1/5=0,2.


Пример 1
Решить уравнение: .
Мы решаем простейшее логарифмическое уравнение. Используем определение логарифма: , откуда: . Выполняем проверку:
 - верно.
Обратите внимание, что при проверке мы подставляем полученные значения переменной в исходное уравнение.
Ответ: .
 
Пример 2
Решить уравнение: .
В левой и правой части стоят логарифмы с одинаковыми основаниями, значит, можем приравнять подлогарифмические выражения:
 
 
 
Проверка:  - верно.
Ответ: 4

Пример 3
Решить уравнение: .
Это не совсем обычное простейшее уравнение, так как в нём переменная находится в основании логарифма. Но это не должно вас пугать. Как и для обычного простейшего логарифмического уравнения, воспользуемся определением логарифма: . По определению корня, получаем: . Получили положительное число, не равное 1, – значит, оно может быть основанием логарифма.
Ответ: .

Пример 4
Решить уравнение: .
Не совсем обычное простейшее логарифмическое уравнение: переменная находится и в основании логарифма, и в подлогарифмическом выражении. Но суть решения от этого не меняется – используем определение логарифма: .
 
 
 
Выполняем проверку: – не подходит (основание логарифма не может быть отрицательным).
 - верно.
Ответ: 2.
 
Пример 5
Решить уравнение: .
И снова используем определение логарифма: 
Получили показательное уравнение, которое мы уже умеем решать. Необходимо обе части привести к одному основанию: .
 
Проверка:  – верно.
Ответ: -1,5.
Рассмотрим решение уравнений с использованием свойств логарифмов

Пример 6
Решить уравнение: .
Необходимо свести это уравнение к простейшему. Это можно сделать двумя способами:
· перенести логарифм из правой части в левую: .
Откуда, используя свойства логарифмов: . Далее необходимо использовать определение логарифма.
· представить обе части в виде логарифмов с основанием 2.
Для этого воспользоваться рассмотренным ранее универсальным приёмом: – и свойством логарифмов: . Далее можно приравнять подлогарифмические выражения.
При решении любым из способов получится:
 
 
 
Проверка:  – верно.
Ответ: .

Пример 7
Решить уравнение: .
В левой части стоит сумма двух логарифмов с одинаковыми основаниями, поэтому сразу преобразуем её в логарифм произведения: . Получили простейшее уравнение, которое решаем, используя определение логарифма:
 
 
 
Проверка:
 – не подходит (под логарифмом не могут стоять отрицательные выражения).
 – подходит.
Ответ: 4.
Пример 8
Решить уравнение: .
Это уравнение можно сводить к простейшему по-разному. Поскольку в левой части стоит отношение двух логарифмов с одинаковыми основаниями, напрашивается использование формулы перехода к новому основанию: . Получили иррациональное уравнение, которое мы уже умеем решать.
Но можно приводить к простейшему это же уравнение и по-другому, если воспользоваться правилом пропорции: . Чтобы получить слева десятичный логарифм (а затем приравнять подлогарифмические выражения), необходимо внести 2 в показатель степени:
 
 
 
 
Проверка:
– не подходит.
 – подходит.
Ответ: 4.
Пример 9
Решить уравнение: .
Как и в заданиях на преобразование выражений с логарифмами, первым делом избавимся от показателей степени под логарифмами:
 


 

Проверка: – верно.
Ответ: .
Если переменная встречается в уравнении в одном и том же выражении с логарифмом, то с помощью замены можно свести логарифмическое уравнение к одному из тех, которые мы уже умеем решать (дробно-рациональному, иррациональному, показательному и т.д.).

Пример 10
Решить уравнение: .
Видим, что переменная в уравнении встречается только в выражении . Поэтому с помощью замены  сводим уравнение к дробно-рациональному: .
Такие уравнения мы уже умеем решать: переносим 1 влево и приводим все дроби к общему знаменателю: .
ОДЗ: 
Приравниваем числитель дроби к 0 (знаменатель не равен 0).
 
 

Обратная замена:
 
 
Проверка:
 – подходит.
 – подходит.
Ответ: 100, 1000.

Пример 11
Решить уравнение: .
Как и раньше, в первую очередь избавляемся от показателей степени под логарифмом: . Можем выносить чётную степень, так как  (ОДЗ первого логарифма).
Теперь переменная встречается только в выражении . Выполняем замену: .
 
 
Обратная замена:
 
.
Проверка:
– подходит.
 – подходит.
Ответ: ; 
Подведём краткие итоги. Для решения рассмотренных примеров нам необходимо следующее.
Знать
Определение и свойства логарифмов.
Уметь
Решать простейшие логарифмические уравнения.
Понимать
В конце решения логарифмических уравнений необходимо выполнить проверку или в начале решения проверить ОДЗ.

	Решить самостоятельно

	4. 
	log 2 (2x – 1) = 3

	5. 
	log 3 (2x – 1) = log 3 13 + 1

	6. 
	1 ∕ 3 log 3 (2x + 1) =1

	7. 
	log 1 ∕ 2 (x² + 4x – 5) = – 4

	8. 
	3 log 8 (3x + 2) = 2

	9. 
	lg (4x – 2) = 5 lg 2 – 3

	10. 
	log 2 (2x + 1) = log 2 3 + 1

	11. 
	lg (5x + 2) = 1 ∕ 2 lg 36 + lg 2

	12. 
	log 2 3 – log 2 (2 – 3x) = 2 – log 2 (4 – 3x







Задания для самостоятельного решения
	1 вариант

1) ;


	2 вариант

1) ;


	3 вариант

1) ;

2) .

	4 вариант

1) ;

2) .
	5 вариант

1) ;

2).
	6 вариант
1) log2(2x-1)=4;



	7 вариант
1) log3(x-12)=2;


	8 вариант
1) logx16-logx2=1/2;


	9 вариант
1) log3(x+8)=-2;





Решая логарифмические неравенства, мы пользуемся свойством монотонности логарифмической функции. Также мы используем определение логарифма и основные логарифмические формулы.
Алгоритм решения логарифмических неравенств
Можно сказать, что логарифмические неравенства решаются по определенному алгоритму. Нам нужно записать область допустимых значений (ОДЗ) неравенства. Привести неравенство к виду  Знак здесь может быть любой:  Важно, чтобы слева и справа в неравенстве находились логарифмы по одному и тому же основанию.
И после этого «отбрасываем» логарифмы! При этом, если основание степени , знак неравенства остается тем же. Если основание такое, что  знак неравенства меняется на противоположный.
Конечно, мы не просто «отбрасываем» логарифмы. Мы пользуемся свойством монотонности логарифмической функции. Если основание логарифма больше единицы, логарифмическая функция монотонно возрастает, и тогда большему значению х соответствует большее значение выражения .
Если основание больше нуля и меньше единицы, логарифмическая функция монотонно убывает. Большему 
значению аргумента х будет соответствовать меньшее значение 
Важное замечание: лучше всего записывать решение в виде цепочки равносильных переходов.
Перейдем к практике. Как всегда, начнем с самых простых неравенств.
1. Рассмотрим неравенство log3x > log35.
Поскольку логарифмы определены только для положительных чисел, необходимо, чтобы x был положительным. Условие x > 0 называется областью допустимых значений (ОДЗ) данного неравенства. Только при таких x неравенство имеет смысл.
почему же мы все-таки «отбрасываем логарифмы»?
Ответ простой: если основание больше единицы (как в нашем случае), логарифмическая функция монотонно возрастает, значит, большему значению x соответствует большее значение y и из неравенства log3x1 > log3x2следует, что x1 > x2.




Обратите внимание, мы перешли к алгебраическому неравенству, и знак неравенства при этом — сохраняется.
Итак, x > 5.
Следующее логарифмическое неравенство тоже простое.
2. log5(15 + 3x) > log52x
Начнём с области допустимых значений. Логарифмы определены только для положительных чисел, поэтому

Решая эту систему, получим: x > 0.
Теперь от логарифмического неравенства перейдем к алгебраическому — «отбросим» логарифмы. Поскольку основание логарифма больше единицы, знак неравенства при этом сохраняется.
15 + 3x > 2x.
Получаем: x > −15.
Итак,

Ответ: x > 0.
А что же будет, если основание логарифма меньше единицы? Легко догадаться, что в этом случае при переходе к алгебраическому неравенству знак неравенства будет меняться.
Приведем пример.
3. 
Запишем ОДЗ. Выражения, от которых берутся логарифмы, должны быть положительно, то есть

Решая эту систему, получим: x > 4,5.
Поскольку , логарифмическая функция с основанием  монотонно убывает. А это значит, что большему значению функции отвечает меньшее значение аргумента:


И если , то
2x − 9 ≤ x.
Получим, что x ≤ 9.
Учитывая, что x > 4,5, запишем ответ:
x ∈ (4,5; 9].
В следующей задаче показательное неравенство сводится к квадратному. Так что тему «квадратные неравенства» рекомендуем повторить.
Теперь более сложные неравенства:
4. Решите неравенство 


	                         Ответ: 
                      5. Решите неравенство 
                     ОДЗ: 
                     Если , то . Нам повезло! Мы знаем, что основание логарифма 
                       больше единицы для всех значений х, входящих в ОДЗ.
                       
                     Сделаем замену 
                      
                        
                         
                        
                                

                       Обратите внимание, что сначала мы полностью решаем неравенство относительно 
             новой переменной t. И только после этого возвращаемся к переменной x. 
                      Ответ: 
                        
                            
                        Обратите внимание, что сначала мы полностью решаем неравенство относительно
                        новой переменной t. И только после этого возвращаемся к переменной x. 

                             

	
                         

	                         

	                                                                  

	
                         

	
                             











Решить самостоятельно
	Решить неравенство:

А)  log(х + 5) < 2

Б) 

В) 
	Решить неравенство: 

А) log (х + 5) > -2

Б) 

В) 



Контрольные вопросы:
1. Что называется логарифмическим уравнением?
2. Перечислите способы решения уравнений, содержащих переменную под знаком логарифма или в основании логарифма.
3. Опишите алгоритм решения логарифмического уравнения
4. Опишите алгоритм решения логарифмического неравенства
Практическое занятие 59 «Дифференцирование показательной и логарифмической функции»
Теория

[bookmark: Объяснение_и_обоснование]Чтобы обосновать формулы производных показательных и логарифмических функций, используем без доказательства свойство функции 
· производная функции  равна самой функции , то есть 
При а > 0 по основному логарифмическому тождеству имеем 
Тогда по правилу нахождения производной сложной функции: 
По полученной формуле мы можем найти значение производной показательной функции для любого значения  Следовательно, показательная функция дифференцируема в каждой точке области определения, а значит, и непрерывна в каждой точке своей области определения (при всех действительных значениях ).
Для логарифмической функции сначала найдем производную функции (принимая без доказательства существование ее производной). Область определения этой функции —  то есть 
При  по основному логарифмическому тождеству имеем  Это равенство означает, что при  функции совпадают (это одна и та же функция, заданная на множестве  а значит, совпадают и их производные. Используя для левой части равенства правило нахождения производной сложной функции, получаем:  то есть Отсюда

Поскольку  то
 Следовательно,
 - постоянная).
Замечание. Формула  была обоснована только для целых значений  Докажем, что она выполняется при любых действительных значениях 
*Напомним , что  — иррациональное число, первые знаки которого следующие: 
Если  — любое нецелое число, то функция  определена только при Тогда поосновному логарифмическому тождеству  По правилу вычисления производной сложной функции получаем:

Следовательно, далее формулой  можно пользоваться при любых действительных значениях  (в этом случае только при тех значениях  при которых определена ее правая часть).
Опираясь на полученный результат, обоснуем также формулу

которую можно использовать при тех значениях  при которых определена ее правая часть.
Если  — четное число, то ОДЗ правой части формулы (1):  Но при этом условии

Если  — нечетное число, то ОДЗ правой части формулы (1) задается условием:  При  остается справедливым равенство (2). При  учтем, что  а также то, что при нечетном  число 1 -  будет четным (поэтому ). Тогда

Следовательно, и для нечетного  при всех  формула (1) также выполняется.
В последнем случае такие громоздкие преобразования пришлось вы- 1 полнить вследствие того, что при выражение  не определено, а выражение  существует, поскольку 
[bookmark: Примеры_решения_задач]Примеры решения задач
Пример №1
Найдите производную функции:

Решение:

Комментарий:
Последовательно определяем, от какого выражения берется производная (ориентируясь на результат последнего действия). В задании 1 сначала берется производная суммы: Затем для каждого из слагаемых используется правило вычисления производной сложной функции: берется производная от  и умножается на  Полученный результат желательно упростить по формуле:  В задании 2 сначала берется производная частного:  а для производной знаменателя используется правило вычисления производной сложной функции (производная  умножается на ).
Пример №2
Найдите уравнение касательной к графику функции  точке 
Решение:
Если то  Тогда  Подставляя эти значения в уравнение касательной  получаем:  То есть  — искомое уравнение касательной.
Комментарий:
Уравнение касательной к графику функции  в точке с абсциссой  в общем виде записывается так:  Чтобы записать это уравнение для данной функции, необходимо найти производную  и значение . Д ля выполнения соответствующих вычислений удобно обозначить данную функцию через  а для нахождения ее производной воспользоваться формулой производной произведения:

Пример №3
1) Постройте график функции  2) Найдите наибольшее значение параметра , при котором уравнениеимеет единственный корень.
Комментарий:
Для выполнения задания 1 исследуем функцию  по общей схеме и по результатам исследования строим ее график. При исследовании функции на четность и нечетность можно воспользоваться тем, что учетной или нечетной функции в область определения входят точки Следовательно, для таких функций область определения должна быть симметричной относительно точки 0. Если же это условие не выполняется, то функция не может быть ни четной, ни нечетной. Для лучшего представления о виде графика целесообразно уточнить поведение функции на концах области определения  При  справа (при ) значение 
Тогда  (рис. 18.2). Но при  мы не можем выполнить такую оценку (получаем неопределенность вида В таком случае поведение функции при  можно уточнить с помощью дополнительных точек.
При выполнении задания 2 целесообразно использовать графическую иллюстрацию решения. Это можно сделать двумя способами:
· I. С помощью равносильных преобразований привести данное уравнение к виду и, используя график, построенный в задании 1, выяснить, сколько корней имеет уравнение  при разных значениях параметра 
· II. Применить графическое решение непосредственно к уравнению (графики функций  нам известны), а для исследования единственности корня использовать геометрический смысл производной.
Решение:
1) Исследуем функцию 
1. Область определения: 
2. Функция ни четная, ни нечетная, поскольку ее область определения не симметрична относительно точки 0. 3. Точки пересечения графика с осями координат. График не пересекает ось  На оси  то есть  Тогда при получаем:   — абсцисса точки пересечения графика с осью  4. Производная и критические точки.

Производная существует на всей области определения функции  (то есть при ), следовательно, функция непрерывна на всей области определения.  Тогда  Отсюда при получаем следовательно, — критическая точка.
5. Отмечаем критические точки на области определения функции и находим знак  в каждом из полученных промежутков (рис. 18.1).

Составляем таблицу, в которой отмечаем промежутки возрастания, убывания и экстремумы функции.

6. Найдем координаты еще нескольких точек графика функции:

Заметим, что при  справа ()) значениеДействительно, 
7. Используя результаты исследования, строим график функции (см. рис. 18.2).
I способ решения задания 2
Область допустимых значений данного уравнениязадается неравенством  Но тогда  и данное уравнение на его ОДЗ равносильно уравнению  Решим последнее уравнение графически. Для этого построим график функции (см. задание 1) и график функции  (18.3). Как видим, уравнение  имеет единственный корень только при  и при (при  уравнение имеет два корня, а при  - уравнение не имеет корней). Следовательно, наибольшее значение параметра , при котором уравнение  имеет единственный корень, — это

II способ решения задания 2
Рассмотрим графическую иллюстрацию (рис. 18.4) решения данного уравнения

Функция  возрастающая и принимает все значения от  График функции — прямая, проходящая через начало координат. При  прямая  пересекает график функции  только в одной точке (прямая 1 на рис. 18.4). Следовательно, уравнение (1) имеет единственный корень (действительно, функция  возрастающая, а функция убывающая, поэтому уравнение (1) может иметь только один корень).
При  уравнение (1) имеет вид  и также имеет единственный корень 
При  прямая  может касаться графика функции (прямая 2 на рис. 18.4). Тогда уравнение (1) будет иметь единственный корень. Также прямая  может проходить в первой четверти ниже касательной (прямая 3 на рис. 18.4).
Тогда уравнение (1) будет иметь два корня. Если же прямая будет проходить в первой четверти выше касательной (прямая 4 на рис. 18.4), то уравнение(1) не будет иметь корней.

Выясним, когда прямая  будет касательной к графику функции Пусть точка касания  имеет абсциссу Учитывая геометрический смысл производной, получаем, что  (значение производной в точке  равно угловому коэффициенту касательной, проведенной через точку ). Поскольку  Тогда из равенства  имеемОтсюда  Тогда уп = In -. С другой стороны, поскольку точка касания  лежит на касательной  то ее координаты удовлетворяют и уравнению касательной. Получаем  Тогда  следовательно,  Таким образом, данное уравнение будет иметь единственный корень только при  и при . Тогда наибольшее значение параметра , при котором уравнение имеет единственный корень, — это 
Пример №4
Докажите, что при всех действительных значениях  выполняется неравенство 
Решение:
Рассмотрим функцию

Область определения: 
Производная  существует на всей области определения. Следовательно, функция  непрерывна на всей числовой прямой:

 — критическая точка. Отмечаем критическую точку на области определения функции  определяем знаки производной и поведение функции в каждом из полученных промежутков (рис. 18.5).

Как видим, непрерывная функция  имеет на интервале  только одну критическую точку, — точку минимума, в которой функция принимает наименьшее значение на этом интервале. Тогда при всех действительных значениях  значения  то есть  Следовательно, при всех действительных значениях .
Комментарий:
Используем производную для доказательства данного неравенства. Для этого исследуем функцию  которая является разностью левой и правой частей неравенства. При всех действительных значениях  эта функция не является ни возрастающей, ни убывающей, поэтому рассуждения, приведенные при решении предыдущих задач, нельзя использовать. Тогда в результате исследования попробуем найти наибольшее или наименьшее значение функции  на всей числовой прямой. Для этого можно использовать свойство: если непрерывная функция  имеет на заданном интервале только одну точку экстремума  и это точка минимума, то на этом интервале функция принимает свое наименьшее значение в точке . Далее воспользуемся тем, что когда в точке  функция принимает наименьшее значение на заданном интервале, то для всех значений  из этого интервала  (если необходимо, то можно также уточнить, что знак равенства достигается только в точке ).
При доказательстве числовых неравенств или для сравнения двух чисел часто бывает удобно перейти к более общему функциональному неравенству
Пример №5
Сравните числа 
Комментарий:
Чтобы составить план решения, можно рассуждать следующим образом. Мы не знаем, какое из данных чисел больше:  или , поэтому в ходе анализа поставим между ними знак «». Этот знак неравенства, направленный вниз острым концом, свидетельствует о том, что мы не знаем, в какую сторону его следует направить. Будем выполнять преобразование неравенства до тех пор, пока не выясним, какое число больше.
Затем заменим знак «» соответствующим знаком неравенства: «» или «», которое и запишем в решении. (В ходе анализа, если необходимо поменять знак неравенства, знак «» меняем на знак «», а в записи решения в соответствующем месте меняем знак неравенства.) При анализе запись вида также будем называть неравенством (но, конечно, не в решении). Рассмотрим неравенство  Это неравенство с положительными членами (), следовательно, обе его части можно прологарифмировать. Поскольку функция  является возрастающей, то после логарифмирования обеих частей по основанию  знак неравенства не изменится, и мы получим неравенство то есть неравенство  Так как  то после деления обеих частей последнего неравенства на  знак неравенства не изменится, и мы получим неравенство  Замечаем, что в левой и правой частях этого неравенства стоят значения одной и той же функции Исследуем эту функцию с помощью производной на возрастание и убывание.
Далее, учитывая, что  сравним полученные выражения, а затем и данные выражения (выполняя все те преобразования, что и в ходе анализа, только в обратном порядке).
Решение:
Рассмотрим функцию  Ее область определения: Производная  существует на всей области определения. Выясним, когда  Тогда на области определения получаем равносильное уравнение  то есть  — критическая точка. Отмечаем критическую точку на области определения функции  и определяем знаки производной и поведение функции в каждом из полученных промежутков (рис. 18.6).

Функция  убывает на интервале  а так как она непрерывна на всей области определения, то убывает и на промежутке  Поскольку  то  то есть  Умножив обе части этого неравенства на положительное число  (знак неравенства не меняется), получаем неравенство  Тогда  Так как функция возрастающая 
Ответ: 
Пример №6
Решите уравнение 

Если попытаться применить к данному уравнению схему решения показательных уравнений то удается реализовать только первый ее пункт — избавиться от числовых слагаемых в показателях степеней. А привести все степени к одному основанию (с удобными показателями) или к двум основаниям так, чтобы получить однородное уравнение, или перенести все члены в одну сторону и разложить полученное выражение на множители — не удается. Попробуем применить свойства соответствующих функций. Но и на этом пути нам не удается использовать конечность ОДЗ (она бесконечна), оценку значений левой и правой частей уравнения (они обе в пределах от ). Также не получается использовать теоремы о корнях уравнений (в обеих частях данного уравнения стоят возрастающие функции). Тогда попробуем подобрать корни этого уравнения и доказать, что других корней оно не имеет (удобно предварительно привести уравнение к виду ). Последовательно подставляя  выясняем, что  то есть уравнение  имеет три корня. Чтобы убедиться, что других корней нет, достаточно доказать, что у функции  не больше трех промежутков возрастания или убывания; а учитывая непрерывность  на всей числовой прямой, для этого достаточно доказать, что у нее не больше двух критических точек, то есть уравнение  имеет не больше двух корней. Рассматривая теперь уравнение  мы после его преобразования можем провести аналогичные рассуждения, но уже для двух корней (как это было сделано в примере на с. 139). Выполняя преобразования уравнения , учтем, что все его члены имеют одинаковую степень —  (то есть оно является однородным относительно трех функций от переменной , а именно: ). Делением обеих частей уравнения  на степень с основанием 2, 3 или 4 удается уменьшить количество выражений с переменной на одно.
Решение:
Данное уравнение равносильно уравнению то есть,

Обозначим  Так как 
 то уравнение  имеет три корня: 0, 1, 3. Докажем, что других корней уравнение (1) не имеет. Для этого достаточно доказать, что у функции  есть не больше трех промежутков возрастания или убывания, а учитывая непрерывность функции  на всей числовой прямой, достаточно доказать, что функция имеет не больше двух критических точек. Область определения: 
Производная  существует при всех значениях . Следовательно, критическим и точкам и могут быть только те значения , при которых  Получаем уравнение

Поскольку  то после деления обеих частей последнего уравнения на получаем равносильное уравнение

Чтобы доказать, что уравнение (2) имеет не больше двух корней, достаточно доказать, что функция  стоящая в левой части уравнения, имеет не больше двух промежутков возрастания или убывания. Учитывая непрерывность этой функции на всей числовой прямой, достаточно доказать, что она имеет только одну критическую точку. Действительно,  существует при всех значениях . Следовательно, критическими точками могут быть только те значения , при которых  Получаем однородное уравнение

Поскольку  то после деления обеих частей уравнения на это выражение получаем равносильное уравнение  Отсюда . Учитывая, что получаем:  Следовательно, последнее уравнение имеет единственный корень. Тогда функция  имеет единственную критическую точку, поэтому уравнение (2) имеет не больше двух корней. Это означает, что функция  имеет не больше двух критических точек. Тогда уравнение (1) (а значит, и данное уравнение) имеет не больше трех корней. Но три корня данного уравнения мы уже знаем: 0, 1, 3, следовательно, других корней данное уравнение не имеет. Ответ: 0, 1, 3.
[bookmark: Производные_показательной_и_логарифмичес]Производные показательной и логарифмической функций - формулы и доказательство
Докажем следующие формулы производных:

1. Пусть дана функция  Зафиксируем произвольное значение  её аргумента и дадим ему приращение  Тогда приращение функции

Следовательно,

Если  Это следует из того, что угловой коэффициент касательной к графику функции  в точке  равен 1 рис. 22. В математическом анализе доказывают следующее утверждение: если  
Если значение  зафиксировано, то когда  значение  не меняется. Следовательно, если  Это и означает, что функция  дифференцируема в каждой точке  и

2.Как известно, при каждом  выполняется равенство  Поэтому

По теореме о производной сложной функции 
Итак, формула 2 доказана.
3.    Если 
А по теореме о производной сложной функции 

Следовательно,  отсюда 
4. При каждом  по формуле перехода

Следовательно,

По доказанным формулам можно находить производные любых показательных или логарифмических функций, а значит, и исследовать эти функции.
Обратите внимание! Если функция содержит логарифм сложного выражения, то прежде чем находить её производную, целесообразно это выражение прологарифмировать.
Пример №7
Найдите производную функции 
Решение:
 

Теперь можно вывести формулу производной степенной функции  — произвольное действительное число. Если  Поэтому

Итак, формула  доказанная ранее только для натурального показателя степени  верна и для любого действительного  и положительного 
 Формулу для нахождения производной логарифмической функции можно вывести иначе, используя тот факт, что функция обратная к функции 
Выясним, как связаны между собой производные взаимно обратных функций.
Теорема. Если функция  обратима (строго монотонная) на интервале  и имеет отличную от нуля производную  в произвольной точке этого интервала, тогда существует обратная функция  которая также имеет производную причём:

Обоснуем эти формулы, используя геометрический смысл производной. 
Пусть   — взаимно обратные функции. Тогда они задают одну и ту же кривую (рис. 69). Если касательная к этой кривой в точке  образует с осью  угол  а с осью  угол  то 
Поскольку  Из этого соотношения следует, что 
Строгое доказательство этой теоремы рассматривается в университетском курсе математического анализа.
Применим формулу  для дифференцирования функции  обратной к функции  
Получим: 

Пример №8
Найдите производную функции:

Решение:
 

Пример №9
Запишите уравнение касательной к графику функции  если точка касания имеет ординату 
Решение:
Найдём абсциссу точки касания:  отсюда 
Найдём производную функции  и её значение в точке 

Уравнение касательной запишем в виде  или  отсюда 
Пример №10
Найдите производную функции 
Решение:
Заданная функция является суммой степенной и показательной функций. Для нахождения её производной воспользуемся соответствующими формулами: 
[bookmark: Определение_производной_показательной_и_]Определение производной показательной и логарифмической функций
Существует ли функция, производная которой равна самой функции? Ответить на этот вопрос легко. Например, функция, которая является нулевой константой, обладает этим свойством.
А можно ли указать такую функцию  определенную на отличную от нулевой константы, чтобы  для любого ? Ответ на этот вопрос неочевиден.
Оказывается, что среди показательных функций существует единственная функция такая, что  для всех . Для этой функции число, которое является
основанием степени, обозначают буквой , а сама функция имеет вид Следовательно, 
Установлено, что число  — иррациональное. Его можно записать в виде бесконечной непериодической десятичной дроби: 
Функцию  называют экспонентой.
Отметим одну особенность графика экспоненты.
Имеем: 
Следовательно, касательная к графику экспоненты в точке с абсциссой, равной нулю, имеет угловой коэффициент, равный 1. То есть эта касательная образует угол 45° с положительным направлением оси абсцисс (рис. 23.1).

Выведем формулу для нахождения производной показательной функции 
Имеем:  Тогда 
Пользуясь правилом вычисления производной сложной функции, запишем: 
Логарифм по основанию  называют натуральным логарифмом и обозначают  то есть Тогда при можно записать:

Эта формула показывает, что между значением производной показательной функции и соответствующим значением самой функции существует прямая пропорциональная зависимость. Коэффициент пропорциональности равен 
В пункте 20 мы определили, что логарифмическая функция  является дифференцируемой. Найдем формулу для вычисления производной логарифмической функции.
Для любого  выполняется равенство  Тогда функции  и   представляют собой одну и ту же функцию. Поэтому для любого  выполняется равенство  то есть 
Левая часть этого равенства равна 1. В правой части получаем:  Тогда  Отсюда

Имеем: 
Следовательно, 
Пример №11
Найдите производную функции:

Решение:
1) Применяя теорему о производной произведения двух функций, получаем:

2) Имеем: 
3) Используя теорему о производной сложной функции, запишем: 
4) Имеем: 
5) Применив теорему о производной сложной функции, получаем:

6) Имеем:

Пример №12
Составьте уравнение касательной к графику функции  если эта касательная параллельна прямой 
Решение:
Поскольку угловой коэффициент прямой  равен 4, то угловой коэффициент искомой касательной  Найдем абсциссу  точки касания. Имеем:  Поскольку  то  Отсюда 
Тогда искомое уравнение имеет вид 
Ответ: 
Ответ: у = 4х + 1.
Пример №13
Найдите промежутки возрастания и убывания и точки экстремума функции:

Решение:
1) Имеем: 
Исследовав знак производной функции  (рис. 23.2), получаем, что функция  возрастает на промежутке  убывает на промежутке 

2) Имеем: 
Исследуем знак  на 
Имеем:  при  Отсюда  Аналогично находим, что  при 
Получаем, что функция  возрастает на промежутке убывает на промежутке  (рис. 23.3).

3) Имеем:

Тогда  при  или  Следовательно, данная функция имеет две критические точки: и  Исследовав знак производной функции  на  (рис. 23.4), приходим к выводу, что функция  возрастает на промежутках  убывает на промежутке 

Пример №14
Докажите, что: 1) показательная функция  является выпуклой вниз; 2) при  логарифмическая функция  является выпуклой вверх, а при  выпуклой вниз.
Решение:
1) Имеем:

Поскольку  для всех  то показательная функция является выпуклой вниз.
2) Запишем: 
Если  то  Поэтому  для всех Следовательно, при  логарифмическая функция является выпуклой вверх.
При  аналогично доказываем, что  и логарифмическая функция  является выпуклой вниз.

Практическое занятие №60 «Вычисление поверхности и объема призмы»

Цели:  закрепление понятий: прямоугольный параллелепипед, линейные размеры, диагональ, площадь боковой и полной поверхности призмы; содействовать воспитанию интереса к  математике и ее приложениям.
  «Окружающий нас мир - это мир геометрии»  А.Д.Александров                          
Оборудование:  модели  прямоугольного параллелепипеда, призм, линейки, карандаши, калькулятор.               
                                  Методические указания                                                  
       Призма — многогранник, две грани которого являются многоугольниками, лежащими в параллельных плоскостях, а остальные грани — параллелограммами, имеющими общие стороны с этими многоугольниками.	
Виды  призм.
1. Призма, основанием которой является параллелограмм, называется параллелепипедом.
2. Прямая призма - это призма, у которой боковые ребра перпендикулярны плоскости основания.  Другие призмы называются наклонными.
3. Правильная призма - это прямая призма, основанием которой является правильный многоугольник. Боковые грани правильной призмы - равные прямоугольники.
                                      
                                         прямая призма             наклонная призма
Свойства призмы:
· Основания призмы являются равными многоугольниками.
· Боковые грани призмы являются параллелограммами.
· Боковые ребра призмы параллельны и равны.
Площадь боковой поверхности прямой призмы: Sб.п. = P•H,  где  P — периметр основания призмы (сумма всех сторон основания), H — высота призмы.
Площадь полной поверхности призмы равна сумме площади её боковой поверхности и удвоенной площади основания: Sп.п. = P•H  + 2• Sосн
Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его линейных размеров:   d2 =  a2 +b2 +c2

 Использование призм: в строительстве, в быту, в технике, в медицине (лечение косоглазия)
Задание к практической работе: по данным вам моделям найти площадь боковой, полной поверхности,.
Пример: Найти площадь боковой, полной поверхности призмы.
                                              Ход работы
1.Для нахождения площади боковой поверхности призмы нужно измерить линейкой следующие элементы призмы: стороны основания, высоту. Подставить значения в формулу для нахождения площади (если призма прямая)
2. Для нахождения площади полной поверхности призмы нужно найти площадь основания призмы (площадь треугольника, прямоугольника, ромба)
Площадь полной поверхности призмы находиться как сумма площадей боковой поверхности и двух оснований.
Оформление работы:
	
	Дано: АВСС1В1А1 треугольная призма, прямая, правильная
АВ=ВС=АС = 5 см, Н = 10 см
Найти: Sб.п., Sп.п. 
Решение: Sб.п. = P•H 
Р=5+5+5=15, Н=10
Sб.п.= 15•10 = 150 (см2)
Фо́рмула Герона позволяет вычислить площадь треугольника (S) по его сторонам a, в, c:
Sосн =
где p — полупериметр треугольника:                                                                       р = (а+в+с):2
р= 15:2 =7,5                                                                                                 Sп.п. = P•H  +2• Sосн,   = 150 + 2•7,7 = 164,4 (см2)
Ответ: Sб.п.= 150см2; Sп.п.=164,4см2

	3. Выполняют задания для самостоятельной работы  (тесты, состоящие из двух вопросов и двух задач).
              Задания для самостоятельной работы:                                                 

Вариант 1


1. Сколько ребер у шестиугольной призмы?
Ответ:   а)18,   б)24,    в)12. 
2.Выберите  верное утверждение.
а) призма называется правильной, если ее основания - правильные многоугольники;
б) у треугольной призмы две диагонали;
в) высота призмы равна ее боковому ребру;
3.Задача. Найдите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, если его измерения равны 2м, 3м, 5м.
4. Задача. Коллекционер заказал аквариум, имеющий форму правильной четырехугольной призмы. Сколько квадратных метров стекла необходимо для изготовления аквариума, если сторона основания 70 см, а высота 60 см? 
Вариант 2
1.Сколько граней у шестиугольной призмы?
Ответ:    а)6,  б)8,   в)10
2. Выберите  верное утверждение.
а) площадь полной поверхности призмы называется сумма площадей ее  боковых граней и основания;
б) у треугольной призмы нет диагоналей;
в) высота  прямой призмы равна ее боковому ребру;
3.Задача.  Найдите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, если его измерения равны 3см, 4см, 5см.
4. Задача Необходимо изготовить короб с крышкой для хранения картофеля в форме прямой призмы высотой 0,7 м. В основании призмы лежит прямоугольник со  сторонами 0,4 м и 0,6 м. Сколько фанеры понадобиться для изготовления короба?
Вариант 3
1.Сколько граней у четырехугольной призмы?
Ответ:   а)6,   б)8,   в)10

2. Выберите  верное утверждение.
а) У n – угольной призмы 2 n ребер;
б) площадь полной поверхности призмы называется сумма площадей ее  боковых граней;
в) у треугольной призмы три диагонали;
3.Задача.  Сколько необходимо купить листов 8 – волнового шифера размером 1750*1130 мм на покрытие крыши здания длиной 10 м. Фронтон имеет форму равнобедренного прямоугольного треугольника с гипотенузой 10 м и катетом 7 м.
4. Задача. Нужно оклеить обоями комнату, длина которой 6м, ширина 4м, высота 3м, площадь окон и дверей составляет 1/5 всей площади стен. Сколько нужно рулонов обоев для оклейки комнаты, если длина рулона 12 м, а ширина 50 см?

Контрольные вопросы:
1. Перечислить элементы призмы
2. Что называется прямой призмой и наклонной призмой
3. Назвать формулу для нахождения площади поверхности прямой и наклонной призмы

Практическое занятие №68 «Вычисление поверхности и объема пирамиды»

Цели: закрепление понятий: пирамида, площадь боковой и полной поверхности пирамиды; воспитание познавательной активности, показать возможность применения пирамиды в различных областях.
Оборудование: модели  пирамид, таблица с формулами Sб.п., Sп.п.,  линейки, карандаши, калькулятор. 
                             Методические указания.
Пирамида — многогранник, основание которого — многоугольник, а остальные грани — треугольники, имеющие общую вершину. По числу углов основания различают пирамиды треугольные, четырёхугольные и т. д. 
                     Элементы пирамиды.
DN – высота пирамиды
DВ, DС, DА - боковые ребра — общие стороны боковых граней;
DВА, DАС, DВС - боковые грани — треугольники, сходящиеся в вершине пирамиды
DК, DL - апофема — высота боковой грани правильной пирамиды, проведенная из ее вершины [ℓ];  DN- высота пирамиды.
Пирамида называется правильной, если основанием её является правильный многоугольник, а вершина проецируется в центр основания. Тогда она обладает такими свойствами:
1. боковые ребра правильной пирамиды равны;
2. в правильной пирамиде все боковые грани — равные равнобедренные треугольники;
3. в любую правильную пирамиду можно как вписать, так и описать около неё сферу;
Прямоугольная пирамида
Пирамида называется прямоугольной, если одно из боковых рёбер пирамиды перпендикулярно основанию. В данном случае, это ребро и является высотой пирамиды.

Усечённая пирамида
Усечённой пирамидой называется многогранник, заключённый между основанием пирамиды и секущей плоскостью, параллельной её основанию.
Боковая поверхность — это сумма площадей боковых граней.
Для нахождения боковой поверхности в правильной пирамиде можно использовать формулу:
Sбок =  , где Р – периметр основания, ℓ - апофема.
Полная поверхность — это сумма площади боковой поверхности и площади основания.
Для нахождения полной поверхности в правильной пирамиде можно использовать формулу:
Sп.п. = +Sосн.    
Задание к практической работе: по данным вам моделям найти площадь боковой, полной поверхности. Выполнить тесты.
Пример: Найти площадь боковой, полной поверхности. 
                                     Ход работы
1.Для нахождения площади боковой поверхности пирамиды нужно измерить линейкой следующие элементы: апофему, стороны основания, высоту. Подставить значения в формулу для нахождения пощади (если пирамида правильная). Если пирамида наклонная, то боковую поверхность находим из суммы площадей граней.
2. Для нахождения площади полной поверхности пирамиды нужно найти площадь основания пирамиды (площадь треугольника, прямоугольника, ромба)
3. Площадь полной поверхности пирамиды находиться как сумма площадей боковой поверхности и  основания.                                   
Оформление работы:
	    
	  Дано: SАВСД – пирамида, АВСД –прямоугольник.   АВ=3см, ВС= 6см,      Н=10см, ℓ1=10,5см., ℓ2=10,2см , ℓ- апофема.  Найти: Sб.п. Sп.п. 
Решение.
т.к. пирамида неправильная, то Sб.п. находят как сумму площадей ее боковых граней, т.е. площадей треугольников.  S1 = 1/2 ·ℓ1·АВ=1/2·10,5·3=15,75(см2) - это площадь одной грани, а их две одинаковых, т.е 
S1,2 =15,75·2=31,5(см2)

	S3=1/2·ℓ2·ВС= 1/2·10,2·6=30,6 (см2), S3,4=2·30,6=61,2(см2)
Sб.п.= 31,5+61,2 =92,7(см2)
Sосн.= АВ·ВС=3·6=18(см2), Sп.п.= Sб.п+ Sосн.= 92,7+18=110,7 (см2)
2. Выполняют тесты, состоящие из трех вопросов и одной задачи.


Задания для самостоятельной работы:
Вариант 1
1. Сколько ребер у шестиугольной пирамиды:                                                                                                                         а)6;   б)12;   в)18;   г)24;
2. Какое наименьшее число граней может иметь пирамида:                                                                                                                    а)5;  б)4  в)10;   г)6
3. Подтвердите или опровергните следующие утверждения: Да ^  нет                      
а) Многогранник, составленный из n-треугольников, называется пирамидой;                                                                          б) Пирамида называется правильной, если ее основание – правильный многоугольник;                                             в) Высота боковой грани правильной пирамиды, проведенная из ее вершины, называется апофемой;                                                                                                                
4.Задача. Крыша башни имеет вид правильной четырехугольной пирамиды, у которой сторона основания равна 12 м, а высота 18 м. Сколько понадобится плиток на покрытие этой крыши, если каждая плитка имеет вид прямоугольника со сторонами 22 см и 18 см.
Вариант 2
1. Сколько граней у шестиугольной пирамиды:                                                                                                             а)6;  б)7;  в)8;  г)10;  
2. Какое наименьшее число ребер может иметь пирамида:                                                                                                             а)6;  б)5;  в)4;  г)7;                                                                                                                                                                                                     3.  Подтвердите или опровергните следующие утверждения: Да ^  нет                                                                                                          а) Высота пирамиды называется высотой грани;                                                                                                                б) Площадь боковой поверхности пирамиды равна произведению периметра основания на высоту;                                                                                                                                                                                                       в) Пирамида называется правильной, если ее основание – правильный многоугольник;
4.Задачи. Одно из самых грандиозных сооружений древности – пирамида Хеопса – имеет форму правильной четырехугольной пирамиды с высотой 150 м и боковым ребром 220 м. Найдите площадь боковой поверхности
Вариант 3
1. Сколько ребер у четырехугольной пирамиды:                                                                                                                                  а)6;   б)12;   в) 8
2. Какое наименьшее число граней может иметь пирамида:                                                                                                        а)5;  б)4  в)10;   г)6                                                                                                     
 3.Подтвердите или опровергните следующие утверждения: Да ^  нет                                                                      а)Существует ли четырехугольная пирамида, у которой противоположные боковые грани перпендикулярны к основанию?                                                                                                                    б)Высота пирамиды, это перпендикуляр, проведённый из вершины к основанию.                                                                                                                              в)Общая точка боковых граней пирамиды называется вершиной
  4.Задача. Крыша имеет форму пирамиды с квадратным основанием 4,5 м х 4,5 м и высотой 4 м. Сколько листов железа размером 70 см х 140 см нужно для покрытия крыши, если на отходы нужно добавить 10% площади крыши?

Контрольные вопросы:
1. Перечислить элементы пирамиды
2. Назвать формулу нахождения площади поверхности пирамиды

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 62 «Многогранники»
Цели
Студент должен знать:
- элементы многогранников
- формулу для нахождения площади поверхности
- свойства
Уметь: 
- находить площадь поверхности
- применять свойства при решении  задач

Параллелепипед называется прямоугольным, если его боковые ребра перпендикулярны к основанию, а основания представляют собой прямоугольники.


1. Измерь длину, ширину, высоту модели и запиши их.
2. Вычисли площадь каждой грани (помни, что противоположные грани равны).
3.Вычисли  площадь всей поверхности вашего прямоугольного параллелепипеда по формуле: S поверхности = 2(ав +ас +вс)
4. Решить задачу:  а=7см,  в=8см, с=4см. Найти площадь поверхности
5. Постройте:
А) прямоугольный параллелепипед (по данным из п.4), обозначить любым образом;
Б) куб, ребро которого равно 2,5 см.

ИНСТРУКЦИЯ ПО ИЗУЧЕНИЮ СУММЫ ДЛИН ВСЕХ РЕБЕР ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА


1. Запишите равные рёбра.
2. По сколько равных рёбер имеет параллелепипед?
3. Как определить сумму длин всех рёбер? Сделайте вывод.
4. Вычисли длину всех рёбер по формуле L=4а + 4в + 4с
5. Вычислите общую длину всех ребер прямоугольного параллелепипеда, если его измерения равны: а = 5см, в =6 см, с =4см
6. Постройте:
А) прямоугольный параллелепипед (по данным из п.5), обозначить любым образом;
Б) куб, ребро которого равно 3см
В) куб, ребро которого 5,5 см.

Свойства прямоугольного параллелепипеда:
1. В прямоугольном параллелепипеде 6 граней и все они являются прямоугольниками.
2. Противоположные грани попарно равны и параллельны.
3. Все двугранные углы прямоугольного параллелепипеда – прямые.
4. Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.
5. Прямоугольный параллелепипед имеет 4 диагонали, которые пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам.
6. Любая грань прямоугольного параллелепипеда может быть принята за основание.
7. Прямоугольный параллелепипед, у которого все ребра равны, называется кубом.
8. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений (длины, ширины, высоты).
Формулы вычисления объема и площади поверхности прямоугольного параллелепипеда.
Чтобы были понятны формулы, введем обозначения:
а - длина;
b - ширина;
с - высота(она же боковое ребро);
Pосн - периметр основания;
Sосн - площадь основания;
Sбок - площадь боковой поверхности;
Sп.п - площадь полной поверхности;
V - объем.
V=a·b·c – объем равен произведению трех измерений прямоугольного параллелепипеда.
Sбок=Pосн·c=2(a+b)·c – площадь боковой поверхности равна произведению периметра основания на боковое ребро.
Sп.п=2(ab+bc+ac).
Дополнительные сведения, которые пригодятся для решения задач:
Куб
а - длина стороны.
V=a3;
Sбок=4а2;
Sп.п=6а2;
d=a√3 – диагональ равна длине стороны, умноженной на √3.
1. Ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 1, 2, 3. Найдите его площадь поверхности. 
2. В прямоугольном параллелепипеде диагональ грани AA1D1D равна 5, а AB=26. Найдите диагональ параллелепипеда.
3. Длина диагонали боковой грани прямого параллелепипеда равна 10 см, а площадь квадрата, который служит основанием параллелепипеда, равна 64 см2. Вычислите площадь поверхности.
4. Два ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 3 и 4. Площадь поверхности этого параллелепипеда равна 94. Найдите третье ребро, выходящее из той же вершины.
5. В прямом параллелепипеде АВСDA1B1C1D1 AD = 17, DC = 28, AC = 39. Диагональ боковой грани A1D составляет с плоскостью боковой грани DD1C1C угол 45º. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.
1. Ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 1, 2, 3. Найдите его площадь поверхности. 
2. В прямоугольном параллелепипеде диагональ грани AA1D1D равна 5, а AB=26. Найдите диагональ параллелепипеда.
3. Длина диагонали боковой грани прямого параллелепипеда равна 10 см, а площадь квадрата, который служит основанием параллелепипеда, равна 64 см2. Вычислите площадь поверхности.
4. Два ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 3 и 4. Площадь поверхности этого параллелепипеда равна 94. Найдите третье ребро, выходящее из той же вершины.
5. В прямом параллелепипеде АВСDA1B1C1D1 AD = 17, DC = 28, AC = 39. Диагональ боковой грани A1D составляет с плоскостью боковой грани DD1C1C угол 45º. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.

1. Ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 1, 2, 3. Найдите его площадь поверхности. 
2. В прямоугольном параллелепипеде диагональ грани AA1D1D равна 5, а AB=26. Найдите диагональ параллелепипеда.
3. Длина диагонали боковой грани прямого параллелепипеда равна 10 см, а площадь квадрата, который служит основанием параллелепипеда, равна 64 см2. Вычислите площадь поверхности.
4. Два ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие из одной вершины, равны 3 и 4. Площадь поверхности этого параллелепипеда равна 94. Найдите третье ребро, выходящее из той же вершины.
5. В прямом параллелепипеде АВСDA1B1C1D1 AD = 17, DC = 28, AC = 39. Диагональ боковой грани A1D составляет с плоскостью боковой грани DD1C1C угол 45º. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.

Контрольные вопросы:
1. Перечислить элементы прямоугольного параллелепипеда
2. Назвать формулу для нахождения площади поверхности
3.  Перечислить свойства



Практическое занятие №72,73 «Вычисление поверхности и объема цилиндра»

  Цели: закрепление  понятий: цилиндр, площадь боковой, полной  поверхности; способствовать развитию математического мышления,  формировать  умения анализировать,  сравнивать,  обобщать.   
Оборудование:  модели цилиндра, тесты, калькулятор, линейки, карандаши.
                                                      Методические указания.
Цилиндр — геометрическое тело, образованное двумя кругами, не лежащими в одной плоскости и совмещаемые параллельным переносом, и всеми отрезками параллельных прямых, соединяющих соответствующие точи этих кругов. 
Круги, лежащие в параллельных плоскостях, называются основаниями цилиндра, а отрезки, соединяющие соответствующие точки оснований, - образующими цилиндра.
Поверхность, состоящая из образующих, называется боковой поверхностью цилиндра. 
Цилиндр прямой круговой может быть получен путем вращения прямоугольника вдоль стороны как оси.
           Элементы цилиндра.
R= АD – радиус цилиндра;   d – диаметр.
H = АВ – высота;            
L =СD – образующая.
S = πR 2 - площадь круга.    d = 2R.
С – длина окружности.    С = 2πR
                                        Виды цилиндров:
                                                      
                прямой                                                        наклонный
                                                 Сечения цилиндра:
                                                                                                      
      осевое сечение                                                          сечение  плоскостью   
                                                                                       перпендикулярной оси 
Площадь боковой поверхности прямого цилиндра вычисляется по его развёртке. Развёртка цилиндра представляет собой прямоугольник с высотой h (H)  и длиной  равной длине окружности основания 2πR.
                        
Следовательно, площадь боковой поверхности цилиндра равна площади его развёртки и вычисляется по формуле: Sб.п.= 2πR•Н
Площадь полной поверхности находиться как сумма боковой поверхности и двух площадей основания (круга), вычисляется по формуле:          
Sп.п.= 2πR•Н+2πR2
Использование цилиндров:   в одежде, в быту, в технике: двигатель внутреннего сгорания, на железнодорожном транспорте, на автомобильном транспорте, в архитектуре и строительстве и т.д.                  
      Задание: по данным вам моделям найти площадь боковой поверхности, полной поверхности цилиндра                                                       
                                         Ход работы:
1.а) Для нахождения площади боковой поверхности цилиндра нужно измерить линейкой следующие элементы: диаметр, высоту. Подставить значения в формулу для нахождения площади боковой поверхности цилиндра.
б)  Для нахождения площади полной поверхности цилиндра нужно найти площадь основания цилиндра (площадь круга π·R2). Подставить данные в формулу площади полной поверхности или найти как сумму площадей боковой поверхности и двух оснований.
Пример: Найти площадь боковой, полной поверхности
Оформление работы:
	
	Дано: цилиндр, Н=12см, R=3см
Найти: Sб.п. Sп.п. 
Решение: Sб.п.= 2·π·R·Н = 2·π·3·12=72π(см2)
Sп.п.= 2·π·R·Н+2·π·R2 = 72π + 2·π·32 = 72π+18π =  =90π (см2)


2.Выполняют тесты, состоящие из одного вопроса и двух задач.
Задания для самостоятельной работы:
1вариант
1.Выберите верное утверждение.
а) Длина образующей цилиндра называется радиусом цилиндра;                                                                                б) Цилиндрическая поверхность называется боковой поверхностью   цилиндра;                                                                            

 с) Площадь боковой поверхности цилиндра вычисляется по  формуле    ;
2.Задача. Сколько понадобится краски, чтобы покрасить бак цилиндрической формы с крышкой, имеющий диаметр основания 1,25 м и высоту 1,44 м, если на один квадратный метр расходуется 0,25 кг краски (найдите с точностью до 0,1 кг)?
3.Задача. 9.Цилиндрический паровой котёл с крышкой имеет диаметр 2 м и длину 10 м. Вычислить полную поверхность котла.
                                         2 вариант.
1.Выберите верное утверждение.

а) Радиус цилиндра не может равняться высоте цилиндра;                                                                                            б) Площадь полной поверхности цилиндра вычисляется по формуле   ;                               
с) Цилиндр может быть получен в результате вращения прямоугольника вокруг одной из его сторон.
2. Задача. Высота ведра, имеющего форму цилиндра,  равна 28 см, диаметр дна 20 см. Вычислить, сколько квадратных дециметров оцинкованного железа пошло на изготовление ведра, если отходы составляют 20 % от всего заготовленного железа.
3.Задача. Развертка боковой поверхности цилиндра – квадрат со стороной 2. Найдите площадь полной поверхности цилиндра с точностью до 0,001.
                                       3 вариант.
1.Выберите верное утверждение.
  а)  Цилиндр может быть получен в результате вращения треугольника вокруг   своей стороны; 
 б) Длина образующей цилиндра называется диаметром цилиндра;
с) Площадь боковой поверхности цилиндра равна произведению площади основания   цилиндра на его высоту.
2.Задача. Сколько квадратных метров жести израсходовано на изготовление 1 млн. консервных банок диаметром 10 см и высотой 5 см (на швы и отходы добавить 10% материала).
3.Задача. Пизанская башня находиться в итальянском городе Пиза. Высота башни составляет 55м. Диаметр основания равен 15 м. Найти площадь боковой и полной поверхности.

Контрольные вопросы:
1. Перечислить элементы цилиндра
2. Назвать формулу для нахождения площади поверхности цилиндра


Практическое занятие №64 «Вычисление поверхности и объема конуса»

Цели: закрепление понятий: конус, площадь полной поверхности конуса, воспитание познавательной активности, показать применение конуса в различных областях, развитие логического мышления.
Оборудование: модели конуса, линейки, карандаши, калькулятор. 
                               Методические указания.                         
       Конусом называется тело,  которое состоит из круга - основание конуса, точки, не лежащей в плоскости этого круга – вершины конуса, и всех отрезков, соединяющих
вершину конуса с точками основания.                          
Отрезок, соединяющий вершину и границу основания, называется образующей конуса (ℓ).
Отрезок, опущенный перпендикулярно из вершины на плоскость основания (а также длина такого отрезка), называется высотой конуса (Н).
R – радиус основания.
Круговой конус — конус, основание которого является кругом.
Прямой круговой конус (часто его называют просто конусом) можно получить вращением прямоугольного треугольника вокруг прямой, содержащей катет (эта прямая представляет собой ось конуса)           
    Часть конуса, лежащая между основанием и плоскостью, параллельной основанию и находящейся между вершиной и основанием, называется усечённым конусом. 
                                             
  Площадь боковой поверхности усеченного конуса –            
                    Sбок = π ℓ (r 1+ r2). 
   где r1 – радиус верхнего основания,  r2  - радиус нижнего основания.
                                        Виды конусов:

  наклонный                            прямой
Боковая поверхность конуса можно вычислить по формуле: Sб.п.= πRℓ, где R — радиус основания, ℓ — длина образующей.
Полная поверхность конуса равна сумме площадей боковой поверхности и площади основания: Sп.п. = πRℓ + πR2 .

               Сечения конуса:
 Сечение конуса плоскостью, проходящей через его ось, называют осевым сечением (сечением является равнобедренный треугольник)

        Сечение плоскостью перпендикулярной оси конуса:
        (сечением является круг).

Применение конусов.
Знания о конусе широко применяются в быту, производстве и науке. Например, мы используем ведра, имеющие форму усеченного конуса; крыши старинных замков похожи на конусы; для переливания жидкостей мы берем воронку, которая также имеет форму усеченного конуса. Во время спортивных соревнований, ограждения для движения в автошколах применяют спортивные фишки.
Задание: по данным вам моделям найти площадь боковой поверхности, полной поверхности.
                                        Ход работы:
1.а) Для нахождения площади боковой поверхности конуса нужно измерить линейкой следующие элементы: диаметр, высоту. Подставить значения в формулу для нахождения площади боковой поверхности конуса .                                                                                                              б) Для нахождения площади полной поверхности конуса нужно найти площадь основания конуса площадь круга π·R2).    Подставить данные в формулу площади полной поверхности                                               
Пример: Найти площадь боковой, полной поверхности.                                       Оформление работы:
	
	Дано: конус, Н=10см, R=6см, ℓ= 11,6см
Найти: Sб.п. Sп.п. 
Решение: Sб.п.= πRℓ= π•6•11,6 = 69,6π (см2)
Sп.п.= πRℓ + πR2 = π•6•11,6 + π•62 = 105,6π (см2)



2. Выполняют тесты, состоящие из одного вопроса и двух задач
Задания для самостоятельной работы:
1 вариант
1. Выберите верное утверждение:
а) конус может быть получен в результате вращения равностороннего треугольника вокруг его стороны;
б) прямая, проходящая через вершину конуса и центр его основания, называется осью конуса;
в) разверткой боковой поверхности усеченного конуса является круг;
2.Задача. Высота конуса равна15 см, а образующая 16 см. Найдите радиус конуса.
3.Задача. Сколько квадратных метров брезента потребуется для сооружения палатки конической формы? Высотой 1,5м и радиусом 2 м?
2 вариант
1.Выберите неверное утверждение:
а) конус может быть получен в результате вращения прямоугольного треугольника вокруг одного из катетов;
б) конус называется равносторонним, если его осевое сечение – правильный треугольник.

в) Площадь боковой поверхности конуса может быть вычислена по формуле ;
2.Задача. Образующая конуса, равна 8 см, наклонена к плоскости основания под углом 30о. Найдите площадь осевого сечения конуса.
3.Задача. Коническая крыша башни имеет диаметр 6 м и высоту 2 м. Сколько листов кровельного железа потребуется для этой крыши, если размер листа 0,7 м х 1,4 м, а на швы и обрезки тратиться 10% от площади крыши?
                                       3  вариант 
1.Выберите верное утверждение
а) сечение конуса, проходящее через ось, есть круг;
б) конус получен в результате вращения прямоугольного треугольника вокруг одного из катетов;
в) осевым сечением усеченного конуса является прямоугольник.

2.Задача. Осевое сечение конуса – правильный треугольник, со стороной 2r . Найти площадь сечения проведенного через две образующие конуса, угол между которыми                     равен 60
3.Задача. .Сколько потребуется краски, для того чтобы покрасить пожарное ведро, если на 100см² необходимо затратить 10г? Радиусом  20 см, а высотой 45 см.

Практическое занятие №65 «Нахождение первообразных»
Цели: 
· Повторить знания о первообразной, таблицу первообразных
· Овладеть умением применения первообразной функции при решении вычислительных задач.
· Закрепить навыки нахождения первообразных

Теоретическая часть.
Определение. Функция F (x) называется первообразной для функции f (x) на данном промежутке, если для любого х из данного промежутка F'(x)= f (x).
Основное свойство первообразных.
Если F (x) – первообразная функции f (x), то и функция F (x)+ C , где C –произвольная постоянная, также является первообразной функции f (x) (т.е. все первообразные функции f(x) записываются в виде F(x) + С ).
Геометрическая интерпретация.
Графики всех первообразных данной функции f (x) получаются из графика какой-либо одной первообразной параллельными переносами вдоль оси Оу.

Таблица первообразных.

Правила нахождения первообразных .
Пусть F(x) и G(x) – первообразные соответственно функций f(x) и g(x). Тогда:
1.  F ( x ) ± G ( x ) – первообразная для f ( x ) ± g ( x );
2.   а F ( x ) – первообразная для а f ( x );
3. – первообразная для а f ( kx + b ).
Пример 1. Найти общий вид первообразных для функции f(x) = x^3 +1/x^2. Для функции x^3 одной из первообразных будет функция (x^4)/4, а для функции 1/x^2 одной из первообразных будет являться функция -1/x. Используя первое правило, имеем:
F(x) = x^4/4 – 1/x +C.
Пример 2. Найдем общий вид первообразных для функции f(x) = 5*cos(x). Для функции cos(x) одна из первообразных будет являться функция sin(x). Если теперь воспользоваться вторым правилом, то будем иметь:
F(x) = 5*sin(x).
Пример 3. Найти одну из первообразных для функции y = sin(3*x-2). Для функции sin(x) одной из первообразных будет являться функция -cos(x). Если теперь воспользоваться третьим правилом, то получим выражение для первообразной:
F(x) = (-1/3)*cos(3*x-2)
Пример 4. Найти первообразную для функции f(x) = 1/(7-3*x)^5
Первообразной для функции 1/x^5 будет являться функция (-1/(4*x^4)). Теперь воспользовавшись третьим правилом, получим:
F(x) = 1/(12*(7-3*x)^4).
Ответьте на вопросы:
1) Продолжить фразу
первообразная – это …
первообразная суммы …
постоянный множитель …
основное свойство первообразной …
геометрический смысл первообразной …
Найдите первообразные функций.

2) Дано: . Найти F(x).
 
Контрольные вопросы: 

1. Перечислите основные формулы нахождения первообразных
2. Геометрическая интерпретация первообразной


Практическое занятие №66 «Вычисление интегралов»

Цели: 
· Повторить знания о первообразной, таблицу интегралов.
· Овладеть умением применения первообразной функции при решении вычислительных задач.
· Закрепить навыки нахождения табличных интегралов.
· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.
Теоретическая часть.
· Таблица первообразных:
	f(x)
	k
	xn
	
	
	sinx
	cosx
	
	
	ax
	ex

	F (x)
	kx
	
	lnx
	
	-cosx
	sinx
	tgx
	
	
	ex



· 
Формула пути, пройденного точкой: 
· 
Формула площади плоской фигуры   

Практическая часть.
· Найти неопределённый интеграл, использую таблицу интегралов.
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· Найти неопределённый интеграл, использую таблицу интегралов.
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Контрольные вопросы:

1.Назовите формулу пути, пройденного точкой: 
2.Назовите формулу площади плоской фигуры   

Практическое занятие №67 «Вычисление площадей плоских фигур»

Цели: 
· Повторить знания о первообразной.
· Закрепить навыки нахождения табличных интегралов, площадей криволинейных трапеций с помощью формулы Ньютона-Лейбница.
· Проверить уровень сформированности навыка нахождения первообразных.
· Способствовать выработке вычислительных навыков. 
· Развивать логическое мышление, память, внимание и самостоятельность.

Теоретическая часть.

Практическая часть
· Вычислить определённый интеграл.
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· Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной заданными линиями. 
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· Найти площадь криволинейной трапеции, изображённой на рисунке.
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· Построить площадь криволинейной трапеции и вычислить её площадь, использую соответствующие формулы.
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Контрольные вопросы:
1.Назвать табличные интегралы
2. Как найти площадь криволинейных трапеций с помощью формулы Ньютона-Лейбница.


Практическое занятие №68,69 «Решение физических и технических задач, связанных с понятием определенного интеграла»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· таблицу значений неопределенных интегралов;
· способы вычисления определенных интегралов;
уметь:
· решать прикладные задачи с помощью определенного интеграла.

Сведения из теории:
Физические приложения определенных интегралов
Вычисление пути, пройденного точкой

Путь, пройденный точкой при неравномерном движении по прямой с переменной скоростью V=f (t)>0 за промежуток времени от t1 до t2, вычисляется по формуле .

Пример 
Скорость движения точки изменяется по закону V=(3t2+2t+1) м/с. Найти путь, пройденный точкой за 10с от начала движения.
Решение: 

согласно условию, f (t) =3t2+2t+1, t1=0, t2=10. По формуле  находим

.

Вычисление работы силы
Работа, произведенная переменной силой f (х) при перемещении по оси Ох материальной точки от х=а до х=b, находится по формуле:

.
При решении задач на вычисление работы силы часто используется закон Гука: F=kx, где F-сила, Н; х – абсолютное удлинение пружины, м, вызванное силой F, а k – коэффициент пропорциональности, Н/м.

Пример 
Сжатие х винтовой пружины, пропорционально приложенной силе F. Вычислить работу силы F при сжатии пружины на 0,04 м, если для сжатия ее на 0,01 м нужна сила 10 Н.
Решение: 
т.к. х=0,01м при F=10Н, то, подставляя эти значения в равенство F=kx, получим 10=0,01k, откуда k=1000 Н/м. 

Подставив теперь в это же равенство значение k, находим F=1000х, т.е. f(x)=1000x. Искомую работу найдем по формуле , полагая а=0, b=0,04:

.

Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
Скорость движения точки изменяется по закону 
V=(-3t2+12t) м/с. Найти путь, пройденный точкой от начала движения до ее остановки.
	2 вариант
Под действием силы 80Н пружина растягивается на 0,02м. Первоначальная длина пружины равна 0,15м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть её до 0,2м?
	3 вариант
Пружина в спокойном состоянии имеет длину 0,2м. Сила в 50Н растягивает пружину на 0,01м. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть её от 0,22 до 0,32 м?

	4 вариант
При сжатии пружины на 0,05м затрачивается работа 25Дж. Какую работу необходимо совершить, чтобы сжать пружину на 0,1м?
	5 вариант
Скорость движения точки V=(6t2+4) м/с. Найти путь, пройденный точкой за 5 с от начала движения.
	6 вариант
Скорость движения точки V=(-3t2+18t) м/с. Найти путь, пройденный точкой от начала движения до её остановки.

	7 вариант
Скорость движения точки V=(8t-2+2t) м/с. Найти путь, пройденный точкой за 2-ю секунду.
	8 вариант
Пружина растягивается на 0,02м под действием силы 60Н. Какую работу производит эта сила, растягивая пружину на 0,12м?
	9 вариант
Скорость движения точки изменяется по закону 
V=(9t2-8t) м/с. Найти путь, пройденный точкой за 4-ю секунду.



Контрольные вопросы:
1. Приведите примеры приложения определенных интегралов.




Практическое занятие №70 «Статистическая обработка данных»

Цель: сформировать умение оформления статистических данных
Теоретические сведения к практической работе

Статистическая информация – это числовые данные о массовых явлениях. 
Элементы математической статистики мы будем изучать на примере нашей гимназии
В финал конкурса «Мисс гимназии» вышли 10 школьниц, за которых болели и голосовали 90 гимназистов. Отразите результаты голосования нагляднее табличного.

Числовые характеристики статистических рядов
Объем измерения – количество источников информации (число опрошенных или число голосов)  –   90
Размах измерения – разница между наибольшим и наименьшим значениями результатов измерений: 20 – 3 = 17
Мода измерения – наиболее часто встречающийся результат – 9
Среднее значение – частное от деления суммы всех результатов измерения на объем измерения 
Медиана – это число, которое разделяет набор  чисел на две равные по численности части.
Важно: Медиана находится в вариационном ряду, т.е. в наборе чисел, записанных в порядке возрастания!
Средних вариант две №45 и № 46 
Задача. Вы решили в свободное время собраться классом и организовать некоторое классное мероприятие, но еще не решили, что именно. Было бы целесообразным учесть мнение большинства учащихся класса, а для этого нужно провести опрос: «Как бы вы хотели провести свободное время классом?»  и предложить варианты ответов. Результаты нужно занести в таблицу.
Интерпретация статистической информации
Обманчивое впечатление, например, может возникать из-за неполноты статистической информации
Прототип В 2

На диаграмме показано количество посетителей сайта РИА Новости во все дни с 10 по 29 ноября 2009 года. По горизонтали указываются дни месяца, по вертикали — количество посетителей сайта за данный день.
Определите по диаграмме, какого числа количество посетителей сайта РИА Новости было наименьшим за указанный период.
Ответьте на контрольные вопросы:
1. Основные задачи статистики.
2. Виды диаграмм распределения и их построение.
3. Объем измерения.
4. Понятие размаха измерения.
5. Мода измерения.
6. Среднее арифметическое

Практическое занятие №71 «Представление данных в таблицу»

Цель: сформировать умение представления данных в табличном виде
Представление данных в табличной форме
Таблицы - удобная для анализа и обработки форма представления информации. Таблицы, в которых отражается одно свойство, характеризующее два или более объектов, называются таблицами типа "объект - объект".
Таблицы, в которых отражаются несколько свойств объекта, а все объекты принадлежат одному множеству, называются таблицами вида "объект - свойство".
Комбинирование в одной таблице нескольких таблиц вида "объект - объект" и "объект - свойство" позволяет построить таблицы более сложного вида, например тиаблицы "объекты - свойства - объекты".
Таблица характеризуется
· названием (а если таблиц несколько, то ещё и номером)
· количеством столбцов и их названиями (заголовками столбцов)
· количеством строк и их названиями (заголовками строк)
· содержимым ячеек, находящихся на пересечении столбцов и строк.
В случае многоуровневых заголовков строк и столбцов уровни заголовков стобцов называются ярусами, уровни заголовков строк - ступенями.
Основные элементы таблицы:
· записи - строки таблицы, которые могут содержать данные разного типа, но относящиеся чаще всего к одному объекту
· поля - столбцы таблицы, содержащие, как правило,данные одного типа
· реквизиты - конкретные значения, находящиеся в ячейках таблицы
Этапы приведения к табличному виду:
1. анализ информации и выделение объектов, о которых идёт речь
2. выделение свойств объектов и (или) отношений между ними.
3. определение того, можно ли объекты объединить в некоторые подмножества, и в зависимости от этого определение количества уровней и ступеней в заголовках
4. определение общего количества столбцов и порядка их расположения
5. определение наименований столбцов и типа данных, которые там будут распологаться
6. выбор порядка размещения строк и определение названия каждой строки таблицы
7. занесение в ячейки таблицы реквизитов - данных (построчно или по столбцам)
Самостоятельно:
Составить таблицу данных обучающихся группы по вкусовым предпочтениям; по увлечениям, можно предложить свой вариант опроса.

Контрольные вопросы:
1.Чем характеризуется таблица (названием (а если таблиц несколько, то ещё и номером), количеством столбцов и их названиями (заголовками столбцов), количеством строк и их названиями (заголовками строк), содержимым ячеек, находящихся на пересечении столбцов и строк).
2.Назовите основные элементы таблицы:

Практическое занятие №72 «Построение диаграмм. Организационные диаграммы»

Цель: сформировать умение составлять диаграммы
Диаграмма – это графическое представление табличных данных. Визуализация данных с помощью диаграмм помогает увидеть закономерности, тренды, отношения и структуры данных, которые сложно увидеть при изучении числовых значений таблицы.
Диаграммы бывают столбчатые, круговые, гистограммы.
Линейные диаграммы для характеристики динамики применяют в следующих случаях:
· если количество уровней ряда динамики достаточно велико. Их применение подчеркивает непрерывность процесса развития в виде непрерывной линии;
· с целью отображения общей тенденции и характера развития явления;
· при необходимости сравнения нескольких динамических рядов;
· если нужно сопоставить не абсолютные уровни явления, а темпы роста.
При изображении динамики с помощью линейной диаграммы на ось абсцисс наносят характеристики времени (дни, месяцы, кварталы, годы), а на оси ординат — значения показателя (пассажирские перевозки в России).
Перевозка пассажиров транспортом общего пользования в России
	Годы
	2006
	2007
	2008
	2009
	2010
	2011

	Млн.чел.
	47885
	48114
	46283
	45037
	45412
	45817



Организационная диаграмма — это схематическое представление об иерархии внутри компании, а также распределении полномочий и ответственности между сотрудниками и отделами. Как показывает опыт, применение руководителями, менеджерами данных схем значительно повышает эффективность управления предприятием.
Использование оргдиаграмм позволяет решить сразу несколько задач:
· проанализировать состояние дел в компании на текущий момент,
· вовремя обнаружить какую-то проблему в организации и системе управления,
· избежать появления новых проблем и ошибок.
В зависимости от поставленных целей организационные диаграммы могут быть простыми или развернутыми.
Простые диаграммы содержат краткую информацию о каждом из сотрудников (имя, должность и место в системе организационной иерархии), а также раскрывают численный состав персонала.
Развернутые диаграммы несут дополнительные сведения о функциях и объектах управления сотрудников компании.


 Решаем задачи:

1. На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха Брянска за каждый месяц 2018 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — температура в градусах Цельсия. Определите по диаграмме наибольшую среднемесячную температуру в первой половине 2018 года. Ответ дайте в градусах Цельсия.

2. На диаграмме показано количество запросов со словом СНЕГ, сделанных на поисковом сайте Yandex.ru во все месяцы с марта 2008 по октябрь 2009 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — количество запросов за данный месяц. Определите по диаграмме наименьшее месячное количество запросов со словом СНЕГ в указанный период.
 

3. На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха в Минске за каждый месяц 2003 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — температура в градусах Цельсия. Определите по приведенной диаграмме, сколько месяцев среднемесячная температура не превышала 14 градусов Цельсия.

4. На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха в Минске за каждый месяц 2003 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — температура в градусах Цельсия. Какой из летних месяцев 2003 года в среднем был самым холодным? В ответе укажите среднюю температуру в этом месяце, в градусах Цельсия.

5. На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха в Нижнем Новгороде (Горьком) за каждый месяц 1994 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — температура в градусах Цельсия. Определите по диаграмме наибольшую среднемесячную температуру в период с января по апрель 1994 года. Ответ дайте в градусах Цельсия.
 Решить самостоятельно
1.На диаграмме показана среднемесячная температура в Нижнем Новгороде (Горьком) за каждый месяц 1994 г. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали – температура в градусах Цельсия. Определите по диаграмме наименьшую среднемесячную температуру в 1994 г. Ответ дайте в градусах Цельсия.

2.На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха в Симферополе за каждый месяц 1988 г. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали – температура в градусах Цельсия. Определите по диаграмме, в течение скольких месяцев среднемесячная температура превышала 20.


3.На диаграмме показано количество посетителей сайта РИА Новости во все дни с 10 по 29 ноября 2009 г. По горизонтали указываются дни месяца, по вертикали – количество посетителей сайта за данный день. Определите по диаграмме, во сколько раз наибольшее количество посетителей больше, чем наименьшее количество посетителей за день.

4.На диаграмме показано количество посетителей сайта РИА Новости во все дни с 10 по 29 ноября 2009 г. По горизонтали указываются дни месяца, по вертикали – количество посетителей сайта за данный день. Определите по диаграмме, во сколько раз наибольшее количество посетителей больше, чем наименьшее количество посетителей за день.

5.На диаграмме изображены дневные среднемесячные температуры воздуха в Москве по данным многолетних наблюдений. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали – температура в градусах Цельсия.

Пользуясь диаграммой, поставьте в соответствие каждому из указанных периодов времени характеристику температуры.

	ИНТЕРВАЛЫ ВРЕМЕНИ
	 
	ХАРАКТЕРИСТИКИ ДВИЖЕНИЯ

	А) 1-й квартал года
Б) 2-й квартал года
В) 3-й квартал года
Г) 4-й квартал года
	 
	1)      средняя температура за каждый месяц квартала не ниже 13°С
2)      средняя температура за последний месяц квартала более чем на 10  превышает среднюю температуру за первый месяц квартала
3)      средняя температура за последний месяц квартала отрицательная
4)      ровно два месяца квартала средняя температура отрицательная




Контрольные вопросы:

1.Какие виды диаграмм вы знаете
2.Для каких целей предназначены диаграммы

Практическое занятие №73 «Решение практических задач с применением вероятностных методов»
Цель: сформировать умение решать задачи на нахождение вероятностей
Теоретические сведения к практической работе
Классическое определение вероятности
Раздел математики, изучающий закономерности случайных событий, называется теорией вероятностей.
Вероятностью Р(А) события А в испытании с равновозможными элементарными исходами называют отношение числа исходов m,  благоприятствующих событию А, к числуn всех исходов испытания.

Пример 1: В партии из 30 миксеров 2 бракованных. Найти вероятность купить исправный миксер.


Аксиомы вероятностей:
Каждому событию А поставлено в соответствие неотрицательное число Р(А), называемое вероятностью события А.
Если события А1, А2 … попарно несовместны, то Р(А1+А2+…)=Р(А1)+Р(А2)+…
Свойства вероятностей:
Вероятность невозможного события равна нулю Р=0.
Вероятность достоверного события равна единице Р=1.
Вероятность произвольного случайного события А заключается между 0 и 1: 0<Р(А)<1.
Пример 2: Из 34 экзаменационных билетов, пронумерованных с помощью чисел от 1 до 34, наудачу извлекается один. Какова вероятность, что номер вытянутого билета есть число, кратное трем.

Решение: Найдем количество чисел от 1 до 34, кратных трем. Это числа 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33. Всего таких чисел 11. Таким образом, искомая вероятность 
События А и В называются совместными, если они могут одновременно произойти, и несовместными, если при осуществлении одного события не может произойти другое.
События А и В называются независимыми, если вероятность наступления одного события не зависит от того, произошло другое событие или нет.
Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей слагаемых без вероятности произведения: Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ)
Пример 3: Вероятность поражения одной мишени – 0,7, а другой – 0,8. Какова вероятность, что будет поражена хотя бы одна мишень, если по ним стреляют независимо друг от друга.

Решение: Т.к. события совместны, то 
Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей слагаемых: Р(А+В)=Р(А)+Р(В).
Р(А)+Р()=1
Условная вероятность – вероятность одного события, при условии, что другое событие уже произошло.
Вероятность произведения событий А и В равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого: Р(АВ)=Р(А)∙Р(А/В) или Р(ВА)=Р(А)∙Р(В/А)
Вероятность произведения двух независимых событий А и В равна произведению вероятностей сомножителей: Р(АВ)=Р(А)∙Р(В).
	Пример 4: В двух коробках лежат ручки разного цвета. В первой коробке – 4 красных и 6 черных, во второй – 3 красных, 5 синих и 2 черных. Из обеих коробок вынимают по одной ручки. Найти вероятность, что обе ручки красные.
Решение: Найдем вероятности вытащить красную ручку из каждой коробки



Тогда вероятность того, что обе ручки красные:  
Содержание практической работы
Задание 1. Используя классическое определение вероятности события, решить следующие задачи:
1.  В коробке 4 красных, 5 зеленых, 8 желтых, 7 белых и 1 черный шар. Найти вероятность вытащить: красный шар; синий шар; белый шар; цветной шар; или зеленый или белый шар; не красный шар; шар одного из цветов светофора.
2.  В семье – двое детей. Какова вероятность, что старший ребенок – девочка, если известно, что в семье есть дети обоего пола?
3. Мастер, имея 10 деталей, из которых 4 – нестандартных, проверяет детали одну за другой, пока ему не попадется стандартная. Какова вероятность, что он проверит ровно две детали?
4. В одном ящике 3 белых и 7 черных шаров, в другом ящике – 6 белых и 8 черных шара. Найти вероятность того, что хотя бы из одного ящика будет вынут белый шар, если из каждого ящика вынуто по одному шару.
5. Издательство отправило газеты в три почтовых отделения. Вероятность своевременной доставки газет в первое отделение равна 0,9, во второе - 0,7, в третье - 0,85. Найти вероятность следующих событий:
а) только одно отделение получит газеты вовремя;
б) хотя бы одно отделение получит газеты с опозданием.
6. В первой урне находятся 12 белых и 4 черных шаров, а во второй 5 белых и 10 черных шаров. Из каждой урны вынули по шару. Какова вероятность того, что оба шара окажутся черными? Какова вероятность, что оба шара окажутся белыми?
7. В партии из 25 деталей находятся 8 бракованных. Вынимают из партии наудачу две детали. Определить, какова вероятность того, что обе детали окажутся бракованными.
8. Подброшены две игральные кости. Найти вероятность события A того, что выпадет хотя бы одна шестерка.
9. Найти вероятность, что при бросании игральной кости выпадет число, большее 4.
10. Найти вероятность, что при бросании игральной кости выпадет число, не меньшее 2 и не большее 5.

Контрольные вопросы:
1.Что называется вероятностью Р(А) события А в испытании с равновозможными элементарными исходами
2.Назовите свойства вероятностей:
3.Что такое условная вероятность


ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 74,75  «Решение простейших систем уравнений с двумя неизвестными». «Основные приемы решения систем уравнений» 

Цель:

Вспомнить основные способы решения систем уравнений
Теория:
Способ подстановки
Чтобы решить систему уравнений способом подстановки, нужно в одном из уравнений выразить одно неизвестное через другое и результат подставить в другое уравнение, которое после этого будет содержать только одно неизвестное. Затем находим значение этого неизвестного и подставляем его в первое уравнение, после этого находим значение второго неизвестного.
Рассмотрим решение системы уравнений:
	 
	x - 4y = 2

	
	3x - 2y = 16


Сначала найдём, чему равен  x  в первом уравнении. Для этого перенесём все члены уравнения, не содержащие неизвестное  x,  в правую часть:
x - 4y = 2;
x = 2 + 4y.
Так как  x,  на основании определения системы уравнений, имеет такое же значение и во втором уравнении, то подставляем его значение во второе уравнение и получаем уравнение с одним неизвестным:
	3x
	- 2y = 16;

	3(2 + 4y)
	- 2y = 16.


Решаем полученное уравнение, чтобы найти, чему равен  y.  Как решать уравнения с одним неизвестным, вы можете посмотреть в соответствующей теме.
	3(2 + 4y) - 2y = 16;

	6 + 12y - 2y = 16;

	6 + 10y = 16;

	10y = 16 - 6;

	10y = 10;

	 y = 10 : 10;

	 y = 1.


Мы определили что  y = 1.  Теперь, для нахождения численного значения  x,  подставим значение  y  в преобразованное первое уравнение, где мы ранее нашли, какому выражению равен  x:
x = 2 + 4y = 2 + 4 · 1 = 2 + 4 = 6.
Ответ:  x = 6,  y = 1.
Способ сложения или вычитания
Чтобы решить систему уравнений способом сложения, нужно составить из двух уравнений одно, сложив левые и правые части, при этом одно из неизвестных должно быть исключено из полученного уравнения. Неизвестное можно исключить, уравняв при нём коэффициенты в обоих уравнениях.
Рассмотрим систему:
	 
	x - 4y = 2

	
	3x - 2y = 16


Уравняем коэффициенты при неизвестном y, умножив все члены второго уравнения на -2:
(3x - 2y) · -2 = 16 · -2
-6x + 4y = -32
Получим:
	 
	x - 4y = 2

	
	-6x + 4y = -32


Теперь сложим по частям оба уравнения, чтобы получить уравнение с одним неизвестным:
	+
	x  -  4y = 2

	
	 -6x + 4y = -32

	
	 -5x         = -30


Находим значение  x  (x = 6).  Теперь, подставив значение  x  в любое уравнение системы, найдём  y = 1.
Если уравнять коэффициенты у  x,  то, для исключения этого неизвестного, нужно было бы вычесть одно уравнение из другого.
Уравняем коэффициенты при неизвестном  x,  умножив все члены первого уравнения на  3:
(x - 4y) · 3 = 2 · 3
3x - 12y = 6
Получим:
	 
	3x - 12y = 6

	
	3x - 2y = 16


Теперь вычтем по частям второе уравнение из первого, чтобы получить уравнение с одним неизвестным:
	-
	3x  -  12y = 6

	
	  3x  -   2y = 16

	
	          -10y = -10


Находим значение  y  (y = 1).  Теперь, подставив значение  y  в любое уравнение системы, найдём  x = 6:
	3x - 2y = 16

	3x - 2 · 1 = 16

	3x - 2 = 16

	3x = 16 + 2

	3x = 18

	x = 18 : 3

	x = 6


Ответ:  x = 6,  y = 1.
Решите систему уравнений:
1) 

2) 

3) 

4) 


5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 


Контрольные вопросы:

1.Перечислить основные способы решения системы уравнений



Практическое занятие 76 «Метод интервалов»
Цель работы:
студент должен:
знать:
- правила решения простых, дробно-рациональных неравенств с одной переменной;
уметь:
·  решать неравенства методом интервалов.

Сведения из теории:

Пусть заданное неравенство имеет вид: . Для решения этого неравенства используется так называемый метод интервалов, который состоит в следующем.



1. На числовую ось наносят точки х1,   , хn разбивающие ее на промежутки, в которых выражение  определено и сохраняет знак («плюс» или «минус»). Такими точками могут быть корни уравнений  и . Соответствующие этим корням точки отмечают на числовой оси: закрашенными кружками – точки, удовлетворяющие заданному неравенству, а светлыми кружками – не удовлетворяющие ему.


2. Определяют и отмечают на числовой оси знак выражения  для значений, принадлежащих каждому из полученных промежутков. Достаточно определить знак функции  в любом таком промежутке, а в остальных промежутках знаки «плюс» и «минус» будут чередоваться.

Изменение знаков удобно иллюстрировать с помощью волнообразной кривой (кривой знаков), проведенной через отмеченные точки и лежащей выше или ниже числовой оси в соответствии со знаком дроби  в рассматриваемом промежутке. Промежутки, которые содержат точки, удовлетворяющие данному неравенству, иногда покрывают штрихами. Заштрихованная область в совокупности с полученными точками будет являться ответом к неравенству:

Рисунок 25. Кривая знаков

Лодка прошла по течению реки 5 км и вернулась обратно, затратив на весь путь не больше 1 ч. Какова наименьшая возможная скорость лодки, если скорость течения реки равна 
Решение:
Обозначим через 

По условию задачи на весь путь лодка затратила не больше 1 ч. Составим математическую модель: 
Полученное в ходе решения задачи неравенство является рациональным.
[bookmark: Метод_интервалов_для_решения_дробно-раци]Метод интервалов для решения дробно-рациональных неравенств
Рассмотрим один из методов решения рациональных неравенств — метод интервалов. Этот метод основан на использовании графика функции.
Предположим, что нужно решить неравенство  где — функция, график которой изображен на рисунке 80. Тогда для решения неравенства  достаточно указать значения аргумента, при которых значения функции  неотрицательны, т. е. при которых график функции лежит не ниже оси абсцисс. Это промежутки [-6; -2] и [2; 8]. Следовательно, все решения неравенства  — это все

Рис. 80

Рис. 81
значения переменной  принадлежащие объединению множеств 
Заметим, что такие же решения имеет неравенство  — функция, график которой изображен на рисунке 81, так как значения функции неотрицательны при тех же значениях переменной, что у функции .
Таким образом, для применения метода интервалов к решению неравенства достаточно построить схему графика функции, на которой отражены только некоторые (необходимые для решения неравенства) свойства функции, а именно ее область определения, нули и промежутки знакопостоянства.
Примеры с решением
[bookmark: Пример_№1]Пример №1
Решите неравенство

Решение:
Рассмотрим функцию  Построим схему графика этой функции, по которой определим ее промежутки знакопостоянства. Для этого найдем точки пересечения графика с осью абсцисс, т. е. нули этой функции:  при 

Отметим нули функции на оси абсцисс (рис. 82). Так как данное неравенство строгое, то нули функции отметим на оси пустыми точками.
Нули функции разбили ось на четыре промежутка. Определим, выше или ниже оси абсцисс расположен график функции в каждом из полученных промежутков.
Поскольку правее точки 4 каждый из трех множителей произведения  принимает положительные значения, то при  график функции  расположен выше оси абсцисс.
При переходе через каждую из отмеченных точек знак функции а значит, и положение графика относительно оси абсцисс меняется, так как меняется знак одного из множителей.
Построим схему графика функции (рис. 83).

Рис. 83
При  построенная кривая лежит ниже оси абсцисс. Это объединение интервалов является множеством решений данного неравенства.
Ответ: 
[bookmark: Пример_№2]Пример №2
Решите неравенство

Решение:
Рассмотрим функцию  Найдем ее нули:  при  Так как неравенство нестрогое, то нули функции являются решениями данного неравенства, поэтому включим их во множество решений неравенства и отметим на оси абсцисс закрашенными точками (рис. 84).
Затем определим положение графика функции в каждом из четырех полученных промежутков. Правее точки 3 каждый из трех множителей произведения  принимает положительные значения, значит, график функции расположен выше оси абсцисс. При переходе через точки 3 и 2 положение графика меняется, так как меняется знак одного из множителей  или  При переходе через точку -9 положение графика не меняется, так как множитель  принимает неотрицательные значения при всех 

Рис. 84
Построим схему графика функции (см. рис. 84) и запишем решение неравенства в соответствии с его знаком: 
Ответ: 
Если во множителе число  — четное, то при переходе через точку а положение графика относительно оси абсцисс не меняется, а если число  — нечетное, то меняется.
[bookmark: Пример_№3]Пример №3
Решите неравенство 
Решение:
Рассмотрим функцию 
Отметим на оси абсцисс нули этой функции (числа -3 и 1) и те значения переменной, которые не входят в область определения функции  (это числа -2 и 4 - значения переменной, при которых знаменатель дроби обращается в нуль (нули знаменателя) (рис. 85).

Рис. 85

Рис. 86
Так как неравенство нестрогое, то нули функции являются решениями неравенства (на оси абсцисс — закрашенные точки -3 и 1). Нули знаменателя не являются решениями неравенства (на оси абсцисс — пустые точки -2 и 4).
Построим схему графика (рис. 86). Положение графика относительно оси абсцисс меняется при переходе через каждую точку. По схеме графика в соответствии со знаком неравенства запишем его решение: 
Ответ: 
Для того чтобы решить рациональное неравенство методом интервалов, нужно:
1. Привести неравенство к виду  или 
2. Найти и отметить на оси абсцисс нули функции и те значения переменной, при которых значения функции не существуют (нули знаменателя).
3. Построить схему графика функции.
4. Записать ответ в соответствии со знаком неравенства.
Решите неравенство

Решение:
(1) Неравенство имеет вид  где 
(2) 
(3) 
(4) Ответ: 
[bookmark: Пример_№4]Пример №4
Решите неравенство 
Решение:
(1) Неравенство имеет вид  где 
(2) Найдем нули функции (числа 0; 2) и, поскольку знак неравенства строгий, отметим их на оси абсцисс пустыми точками. Найдем значение переменной, при котором значения функции не существуют, — нуль знаменателя (число -1) и отметим его на оси абсцисс пустой точкой (рис. 87).

(3) Построим схему графика функции, при этом учтем, что при переходе через точку -1 положение графика относительно оси не меняется, а при переходе через точки 0 и 2 меняется (рис. 88).
(4) Ответ: 
Для того чтобы положение графика в первом правом промежутке было выше оси абсцисс, нужно умножением обеих частей неравенства на -1 добиться положительных коэффициентов перед переменной в линейных множителях.
[bookmark: Пример_№5]Пример №5
Решите неравенство 
Решение:
Для того чтобы все коэффициенты перед переменными в линейных множителях были положительными, умножим обе части неравенства  на -1 и получим неравенство 
(1) Неравенство имеем вид  где 
(2) Найдем нули функции (числа 3 и 4) и, поскольку знак неравенства нестрогий, отметим их на оси абсцисс закрашенными точками. Найдем значение переменной, при котором значение функции не существует (число -1), и отметим его на оси абсцисс пустой точкой (рис. 89).

Рис. 89

Рис. 90
(3) Построим схему графика функции, при этом учтем, что при переходе через точку 4 положение графика относительно оси не меняется, а при переходе через точки -1 и 3 меняется (рис. 90).
(4) Ответ: 
[bookmark: Пример_№6]Пример №6
Какие из следующих неравенств являются рациональными:
а) 
б) 
в) 
г) 
Решение:
Неравенства а), б), г) — рациональные, так как в левой и правой частях этих неравенств — рациональные выражения. Неравенство в) не является рациональным, так как содержит иррациональные выражения с переменной.
Пример №7
Решите неравенство:
а) 
б) 
Решение:
а) (1) Неравенство имеет вид , где 
(2) Нулями функции являются числа -8; —1 и 2. Поскольку знак неравенства строгий, отметим их на оси абсцисс пустыми точками.

(3) Построим схему графика функции. При переходе через каждую из точек -8; -1 и 2 положение графика относительно оси меняется.

(4) Ответ: 
б) Умножим обе части данного неравенства на -1 и получим неравенство  которое запишем в виде  Нулями функции являются числа -3; 1 и 3. Так как знак неравенства нестрогий, то на оси абсцисс числа -3; 1 и 3 отметим закрашенными точками. Построим схему графика функции.

При переходе через точку 1 положение графика относительно оси не меняется, а при переходе через точки -3 и 3 — меняется.
Ответ: 
Пример №8
Решите неравенство:
а) 
б) 
Решение:
а) Нулями функции  являются числа -2,5 и 7. Так как знак неравенства нестрогий, то отметим их на оси абсцисс закрашенными точками. Нулем знаменателя является число -4. Отметим его пустой точкой. Построим схему графика функции.

Ответ: 
б) Умножим обе части неравенства на  и получим неравенство  Нулями функции  являются числа 1 и 4. Так как знак неравенства нестрогий, то отметим их на оси абсцисс закрашенными точками. Нулем знаменателя является число -2. Отметим его пустой точкой. Построим схему графика функции. При переходе через точку 4 положение графика относительно оси не меняется.

Ответ: 
Пример №9
Решите неравенство
Решение:
Запишем неравенство в виде:

Нулем функции  является число -2,75. Так как знак неравенства строгий, то отметим его на оси абсцисс пустой точкой. Нулем знаменателя является число 2. Отметим его на оси абсцисс пустой точкой. Построим схему графика функции.

Ответ: 
[bookmark: Пример_№10]Пример №10
Решите неравенство

Решение:
Приведем неравенство к виду:

Отметим на оси абсцисс нуль функции
 т. е.  и те значения переменной, при которых значения функции не существуют: х = 2 и х = 3. Построим схему графика функции.

Ответ: 
[bookmark: Пример_№11]Пример №11
Найдите область определения функции 
Решение:
Так как функция  определена для , то решим неравенство  Данное неравенство равносильно неравенству 
Для нахождения нулей функции  используем условие равенства дроби нулю:

При значение функции не существует. Построим схему графика функции. При переходе через точку 4 положение графика относительно оси не меняется, так как множитель  входит и в числитель, и в знаменатель, а при переходе через точки 0 и 3 положение графика меняется.

[bookmark: Пример_№12]Пример №12
Решите систему неравенств

Решение:
Отметим на оси абсцисс множество решений первого неравенства системы.
 Отметим на этой же оси множество решений второго неравенства системы.
 Найдем пересечение множеств решений.

Ответ: 
[bookmark: Пример_№13]Пример №13
Найдите решение совокупности неравенств

Решение:
Отметим на оси абсцисс множество решений первого неравенства совокупности.

Отметим на этой же оси множество решений второго неравенства совокупности.

Найдем объединение множеств решений.

Ответ: 


Практическое занятие №77 «Решение уравнений и неравенств
Цель работы: 
студент должен:
знать:
· способы решения уравнений;
уметь:
·  решать уравнения различными способами.

Сведения из теории:
Метод разложения на множители
Суть данного метода в том, чтобы путем равносильных преобразований представить левую часть исходного уравнения, содержащую неизвестную величину в какой-либо степени, в виде произведения двух выражений, содержащих неизвестную величину в меньшей степени. При этом справа от знака равенства должен оказаться ноль. Проще всего уяснить эту идею на конкретном примере.

Пример 1.

Решите уравнение методом разложения на множители: .
Решение:

осуществим разложение на множители (представим исходное выражение в виде произведения). Для этого вынесем переменную  за скобки:

.
Произведение равно нулю тогда и только тогда, когда хотя бы один из множителей равен нулю. 
Следовательно, 


 или .
Из последнего уравнения получаем: 


 или .


Ответ:  и .


Задача для самостоятельного решения №1. Решите уравнение методом разложения на множители: .

Метод замены переменной
Суть данного метода в том, чтобы удачным образом заменить сложное выражение, содержащее неизвестную величину, новой переменной, в результате чего уравнение принимает более простой вид. Далее полученное уравнение решается относительно новой переменной, после чего происходит возврат к исходной переменной. Все эти идеи проще осознать на конкретном примере.

Пример 

Решите уравнение методом замены переменной: .
Решение:
такие уравнения называются биквадратными. Перепишем его в виде:

.

Введем новую переменную .Тогда исходное уравнение примет следующий простой вид:

.
Решая полученное квадратичное уравнение, получаем, что:


 или .
Возвращаемся теперь к старой переменной (обратная замена):


 или .

Решений у первого уравнения нет, поскольку не существует такого действительного числа, квадрат которого был бы отрицателен. Второе уравнение имеет два корня .

Ответ: .


Задача для самостоятельного решения №2. Решите уравнение методом замены переменной: .

Пример 

Решите уравнение методом замены переменной: .
Решение:


обращаем внимание на то, что  не является корнем данного уравнения. Следовательно, без потери или приобретения лишних корней можно разделить числитель и знаменатель обеих дробей на. Тогда уравнение принимает вид:

.

Введем новую переменную: . Тогда уравнение примет вид:

.
Выполнив элементарные преобразования: приведем дроби к общему знаменателю, приведем подобные слагаемые, получим:

.
Дробь равна нулю, если нулю равен ее числитель, а знаменатель при этом не равен нулю. То есть уравнение равносильно следующей системе:

.
Решив первое уравнение системы, имеем: t=16 или t=9.
Переходя к обратной подстановке, получаем:





1. , что при  равносильно уравнению , решая которое, получаем  или .



2.  что при  равносильно уравнению , у которого решений нет, поскольку его дискриминант отрицателен.


Ответ: , .


Задача для самостоятельного решения №3. Решите уравнение методом разложения на множители: .

Контрольные вопросы:
1. В чем суть решения уравнения методом разложения на множители?
2. В чем суть решения уравнения методом замены переменной?


 

Практическое занятие №78 «Подготовка к экзамену»
Цель: повторение изученного материала.
Выполнить тест:
Вариант экзаменационной работы:

	Ответом на задания 1 - 12 является целое число или конечная десятичная дробь. Это число надо записать в ответ выполняемого задания. Задания 1 – 12 оцениваются в 1 балл.




1   Вычислить 
2   В пачке 500 листов бумаги формата А4. За неделю в офисе расходуется 300 листов. Какого наименьшего количества пачек бумаги хватит на 6 недель?
3   Найдите корень уравнения: 21-4х = 32
4  В сборнике билетов по химии всего 40 билетов, в 20 из них встречается вопрос по теме "Соли". Найдите вероятность того, что в случайно выбранном на экзамене билете обучающемуся достанется вопрос по теме "Соли".

5  Вычислить 

6. Материальная точка движется прямолинейно по закону , где x – расстояние от точки отсчета в метрах, t – время в секундах, измеренное с начала движения. Найдите ее скорость (в метрах в секунду) в момент времени t = 3 с.

7.  Найдите значение выражения 
8  Найдите корень уравненияlog5(3x + 1) = 2

9   Найдите значение выражения      при а = 2
10   В цилиндрический сосуд налили 2000 см3 воды. Уровень воды при этом достигает высоты 12 см. В жидкость полностью погрузили деталь. При этом уровень жидкости в сосуде поднялся на 9 см. Чему равен объем детали? Ответ выразите в см3.
11    Найдите  sinα, если  cosα = 0,6 и  00< α < 900  
12    Решите неравенство  22х-9 < 128 и укажите в ответе наибольшее целое решение.

	Задания 13-19 выполняются с подробным решением. Запишите сначала номер выполняемого задания, а затем обоснованное решение и верно сформулируйте ответ. Задания 13 – 15 оцениваются в 2 балла, 16 – 17 в 3 балла, 18 – 19 в 4 балла.



13  Решите неравенство log 0,5 (3x – 1) < – 3

14    Решите уравнение    
	15    В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD с основанием ABCD боковое ребро SA равно 5, сторона основания равна 3√2 . Найдите объём пирамиды. 



16  Решите систему уравнений 
17  Найдите наименьшее значение функции у = х3 – 27х  на отрезке [0;4]
18  Найдите площадь криволинейной трапеции ограниченной линиями.  у = х3 + 2;    у =  0;     х = 0;      х = 2. Сделайте чертеж.  
19  В правильную треугольную призму вписан цилиндр. Найдите площадь его поверхности, если сторона основания призмы равна , а высота – 3 см.


Практическое занятие №79 «Подготовка к экзамену»
Цель: повторение изученного материала.
Выполнить тест:
Вариант экзаменационной работы:

	Ответом на задания 1 - 12 является целое число или конечная десятичная дробь. Это число надо записать в ответ выполняемого задания. Задания 1 – 12 оцениваются в 1 балл.




1   Вычислить 
2   В пачке 500 листов бумаги формата А4. За неделю в офисе расходуется 300 листов. Какого наименьшего количества пачек бумаги хватит на 6 недель?
3   Найдите корень уравнения: 21-4х = 32
4  В сборнике билетов по химии всего 40 билетов, в 20 из них встречается вопрос по теме "Соли". Найдите вероятность того, что в случайно выбранном на экзамене билете обучающемуся достанется вопрос по теме "Соли".

5  Вычислить 

6. Материальная точка движется прямолинейно по закону , где x – расстояние от точки отсчета в метрах, t – время в секундах, измеренное с начала движения. Найдите ее скорость (в метрах в секунду) в момент времени t = 3 с.

7.  Найдите значение выражения 
8  Найдите корень уравненияlog5(3x + 1) = 2

9   Найдите значение выражения      при а = 2
10   В цилиндрический сосуд налили 2000 см3 воды. Уровень воды при этом достигает высоты 12 см. В жидкость полностью погрузили деталь. При этом уровень жидкости в сосуде поднялся на 9 см. Чему равен объем детали? Ответ выразите в см3.
11    Найдите  sinα, если  cosα = 0,6 и  00< α < 900  
12    Решите неравенство  22х-9 < 128 и укажите в ответе наибольшее целое решение.

	Задания 13-19 выполняются с подробным решением. Запишите сначала номер выполняемого задания, а затем обоснованное решение и верно сформулируйте ответ. Задания 13 – 15 оцениваются в 2 балла, 16 – 17 в 3 балла, 18 – 19 в 4 балла.



13  Решите неравенство log 0,5 (3x – 1) < – 3

14    Решите уравнение    
	15    В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD с основанием ABCD боковое ребро SA равно 5, сторона основания равна 3√2 . Найдите объём пирамиды. 



16  Решите систему уравнений 
17  Найдите наименьшее значение функции у = х3 – 27х  на отрезке [0;4]
18  Найдите площадь криволинейной трапеции ограниченной линиями.  у = х3 + 2;    у =  0;     х = 0;      х = 2. Сделайте чертеж.  
19  В правильную треугольную призму вписан цилиндр. Найдите площадь его поверхности, если сторона основания призмы равна , а высота – 3 см.

Практическое занятие №80 «Подготовка к экзамену»
Цель: повторение изученного материала.
Выполнить тест:
Вариант экзаменационной работы:

	Ответом на задания 1 - 12 является целое число или конечная десятичная дробь. Это число надо записать в ответ выполняемого задания. Задания 1 – 12 оцениваются в 1 балл.




1   Вычислить 
2   В пачке 500 листов бумаги формата А4. За неделю в офисе расходуется 300 листов. Какого наименьшего количества пачек бумаги хватит на 6 недель?
3   Найдите корень уравнения: 21-4х = 32
4  В сборнике билетов по химии всего 40 билетов, в 20 из них встречается вопрос по теме "Соли". Найдите вероятность того, что в случайно выбранном на экзамене билете обучающемуся достанется вопрос по теме "Соли".

5  Вычислить 

6. Материальная точка движется прямолинейно по закону , где x – расстояние от точки отсчета в метрах, t – время в секундах, измеренное с начала движения. Найдите ее скорость (в метрах в секунду) в момент времени t = 3 с.

7.  Найдите значение выражения 
8  Найдите корень уравненияlog5(3x + 1) = 2

9   Найдите значение выражения      при а = 2
10   В цилиндрический сосуд налили 2000 см3 воды. Уровень воды при этом достигает высоты 12 см. В жидкость полностью погрузили деталь. При этом уровень жидкости в сосуде поднялся на 9 см. Чему равен объем детали? Ответ выразите в см3.
11    Найдите  sinα, если  cosα = 0,6 и  00< α < 900  
12    Решите неравенство  22х-9 < 128 и укажите в ответе наибольшее целое решение.

	Задания 13-19 выполняются с подробным решением. Запишите сначала номер выполняемого задания, а затем обоснованное решение и верно сформулируйте ответ. Задания 13 – 15 оцениваются в 2 балла, 16 – 17 в 3 балла, 18 – 19 в 4 балла.



13  Решите неравенство log 0,5 (3x – 1) < – 3

14    Решите уравнение    
	15    В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD с основанием ABCD боковое ребро SA равно 5, сторона основания равна 3√2 . Найдите объём пирамиды. 



16  Решите систему уравнений 
17  Найдите наименьшее значение функции у = х3 – 27х  на отрезке [0;4]
18  Найдите площадь криволинейной трапеции ограниченной линиями.  у = х3 + 2;    у =  0;     х = 0;      х = 2. Сделайте чертеж.  
19  В правильную треугольную призму вписан цилиндр. Найдите площадь его поверхности, если сторона основания призмы равна , а высота – 3 см.



Список литературы:
Основная литература
· Алимов Ш.А., Колягин Ю.М., Ткачева М.В., Математика: алгебра и начала математического анализ, геометрия. Алгебра и начала анализа. 10-11, Издательство Просвещение, 20.05.2020
· Атанасян Л.С., Бутузов В.Ф., Кадомцев С.Б. Математика: алгебра и начала математического анализ, геометрия. Геометрия. 10-11, Издательство Просвещение, 20.05.2020
· Венер А.Л., Карп А.П., Математика: алгебра и начала математического анализ, геометрия, 10, Издательство Просвещение, 20.05.2020
· Венер А.Л., Карп А.П., Математика: алгебра и начала математического анализ, геометрия, 11, Издательство Просвещение, 20.05.2020
· Мордкович А.Г., Семенов А.В., Математика: алгебра и начала математического анализа, геометрия. Алгебра и начала анализа (в двух частях), 10 – 11, ИОЦ Мнемозина, 20.05.2020
· Муравин Г.К., Муравина О.В.,  Математика: алгебра и начала математического анализа, геометрия. Алгебра и начала анализа, 10 – 11, ООО Дрофа, 20.05.2020
· Погорелов А.В., Математика: алгебра и начала математического анализа, геометрия. Геометрия. 10 – 11, Издательство Просвещение, 20.05.2020
· Смирнов В.А., Смирнова И.М., Математика: алгебра и начала математического анализа, геометрия. Геометрия. 10 – 11, Издательский центр ВЕНТАНА-ГРАФ, 20.05.2020
· Шарыгин И.Ф., Математика: алгебра и начала математического анализа, геометрия. Геометрия. 10 – 11, ООО Дрофа, 20.05.2020
· Мерзляк А.Г., Математика. Алгебра и начала математического анализа. 10, Издательский центр ВЕНТАНА-ГРАФ, 20.05.2020
· Мерзляк А.Г., Математика. Геометрия. 10, Издательский центр ВЕНТАНА-ГРАФ, 20.05.2020
· Мерзляк А.Г., Математика. Алгебра и начала математического анализа. 11, Издательский центр ВЕНТАНА-ГРАФ, 20.05.2020
· Мерзляк А.Г., Математика. Геометрия. 11, Издательский центр ВЕНТАНА-ГРАФ, 20.05.2020
Электронные ресурсы
· http://moodle.dist-368.ru/ - Дистанционная школа
· http://school-collection.edu.ru/ – единая коллекция цифровых образовательных ресурсов.
· http://www.alleng.ru/edu/math3.htm - типовые математические задания ЕГЭ
· http://eek.diry.ru/p62222263.htm - подготовка к ЕГЭ по математике
· http://reshuege.ru/ - образовательный портал для подготовки к ЕГЭ
· https://uchi.ru/ - интерактивная образовательная онлайн-платформа

2

image3.wmf
2

х

у

-

=


oleObject44.bin

image520.png
o




image521.png
cos®t + sin® ¢

(1)




image522.png
1+tgt= (2)

(3)

cos‘t

1+ctg“t=
¢ smzt




image523.png
t#g +mnn,ncZ,




image524.png
t#nn,neZ.




image525.png
_ sint _ cost
gt= i o8t o




image526.png
4)




image527.png
t;t-— keZ.




image528.png
sint=-2

oW




image529.png




image50.wmf
(

)

[

]

0;50

Ef

Î


image530.png
3n
<t < —=.
2




image531.png
cos? t =




image532.png
1 -sin?t.




image533.png




image534.png
cos?t =12 16




image535.png
cost=

SHES

, 1ubo cos t =




image536.png
EIES




image537.png
n<t<=—
2




image538.png
cost:—é.
5




image539.png
o+
LL}
Il

Jorteo
I

ENES)

INTEROIFN

,ctgt

o
o
0
-~
I
IS

Wik




oleObject45.bin

image540.png
ctgt=—-=




image541.png
n
s <t<m
2




image542.png
sin? t =




image543.png
1+ctg2t




image544.png




image545.png




image546.png
sin t = 12
13




image547.png
-12




image548.png
I<t<nm.
2




image549.png
. _ 12
sin ¢t 3




image51.wmf
2

1203500

pqq

=-+


image550.png
ctgt = cost
€ sint




image551.png
—ctgt-sint=-2 -12 -_3
cost=ctgt sint 13 3




image552.png




image553.png
tgt:7-5-




image554.png
sint =12

cost=—

3

tgt=—




image555.png




image556.png
sin 2t =2 sin t cos t, 1)
cos 2t = cos? t — sin? ¢, 2)

_ _2tgt
tg2t—:%2;. 3)




image557.png
s i X X
sinx=2sin = cos =
2 2’

sin 5x = 2 sin §f cos 525

cos 8t = cos? 4t — sin? 4¢.




image558.png
sin2t




image559.png
cos2t —sin2 ¢t




oleObject46.bin

image560.png
2tgt
1-tg2t




image561.png
tg t — ctg t = sint _ cost
cost sint




image562.png
in2t — cos? 2¢ — sin2
sin®t — cos“t _ _ cos“t smt:72 cos22:720tg2t.

sintcost %sinZz sin2t





image563.png
cos?t +sin?t=1 (em. m. 127), a cos? t —sin? ¢ = cos 2t




image564.png
cos?t = 1+(:2052t; W
sin2t = 1-cos2t 3 @)

2




image565.png
sin?t




image566.png
cos2t




image567.png




image568.png
15x lfcos(a+ﬁ)—2s1n B

1+ cos 5x =2 cos’ 3




image569.png
sint

1+ cost




image52.wmf
(

)

(

)

11

21

30060100300602040..;

80060100800603030..;

pq

тысшт

pq

тысшт

=Þ=-+=-=

=Þ=-+=-=


image570.png
t
5

. 2sintcost sinl
sint  _ 2 2 _ 2 —t
1+cost t ra g
2cos?s cost
2 2




image571.png
sin? x + cos? x




image572.png
cos 2x = =




image573.png
sin® x =




image574.png
(sin2 x)2 u cos? x = (cos2 :c)2





image575.png
sin? x + cos? x = (sin2 :c)2 + (ms2 x)2 =

_ ( —c2052x)2 +[1+c2052x)2 _

1+£
_ 2+2cos?2x _ 1+cos?2x _ 169 _ 97
4 2 2 169 °





image576.png
a;ﬁ cos %,

sinotfsin[f&:ZsinEt%E cos g—%—g,

sin o + sin § = 2 sin

x:os()t-*-cusBZZx:os9‘%E (:osg—;—ﬁy
cosa—cosﬁ=—25in9‘%§ sin %ﬁ’

sin(o+B)
cosocosf’

tga+tgp=

tg o — tg = S B)

cosocosf




image577.png




image578.png
cos 48° — cos 12° =

= —2 sin 30° sin 18°.




image579.png
sin 30° = 1




oleObject47.bin

image580.png
sin x + cos 2x — sin 3x = cos 2x — (sin 3x —sin x) =

:c052x72sinx0052x:2c052x@ 7sinx) =
Tox Zix
:20032x(sin% 7sinxj:2cos2x~ZSin€'T cosﬁ2 =

:4c052xsin<% 7’25) cos (12 +’2c)




image581.png
sinamsﬁzsmgufgzgsm o+f R 1)

sin o sin p = <25 rxfggcns m+ﬁ’ @)
cos oL cos B = cosgafB);cos(ai»B)_ 3)




image582.png
o=43° p=19°




image583.png
sin 43° cos 1

% (sin 24° + sin 62°).

go — Sin(43°-19%)+sin(43°+197) _
2




image584.png
acost+bsint




image585.png
Acos(t — o)




image586.png
acost+bsint




image587.png
A sin (¢t + o)




image588.png




image589.png
acost+bsint=.Ja?+b? (JLcost+ b
a?+ b2 Ja? + b2

sin t).




image53.wmf
(

)

(

)

11

22

101001201035002400.;

152251201535001925..

qp

руб

qp

руб

=Þ=-×+=

=Þ=-×+=


image590.png




image591.png
a? + b2 "=
N Ja?+ b2




image592.png




image593.png




image594.png
=sina.





image595.png




image596.png
acost+bsint=A((cosocost+sinasint).




image597.png
acost+bsint=Acos(t—a).




image598.png
a, b, A, o




image599.png
a=Acoso, b=Asinoa, A=.a2+b2,
b

JaZ+b?

cos o = sino =





oleObject48.bin

image600.png
3 sin 2¢ + 4 cos 2t = 5 cos (2t — o),




image601.png
cos oL =

BATS





image602.png




image603.png
BRI
4

2
Bl




image604.png
cos? y sin? IR




image605.png
cos? y =




image606.png




image607.png
BIN
v

\2
Bl




image608.png




image609.png
_ 1_x2?
cos y =




image54.wmf
upq

=


image610.png
cos (arcsin x) =




image611.png
1-x2.




image612.png
tg (% arccos (7 g))




image613.png
oL = arccos (7 g)




image614.png
cos oL = —

sl

SR

<a<m.




image615.png




image616.png
cos? % _ 1+cosa

2




image617.png




image618.png
Trl=




image619.png
1+tg2[—;: 1

,T0l +tg2% =
22
cos?Z




oleObject1.bin

oleObject49.bin

image620.png




image621.png
% =-2.
‘XZZMJmth
2a:4,1“e‘tg§

tg 3




image622.png
n
=<a<m
3 5




image623.png
A

IR

SR




image624.png




image625.png




image626.png
tg (é arccos (7%)) =2.




image627.png
arcsin x = g — arccos x. [¢Y)




image628.png
sin (arcsin x) = x;

" b
sin [E — arccos xj = cos (arccos x) = x.




image629.png
arcsin x u g — arcos x




image55.wmf
111

222

24001024000(

руб.)

19251528875(

руб.)

upq

upq

=×=×=

=×=×=


image630.png
n o 5n T 5m _ 1
PACL T_ o _ 2
3 osm6 smﬁ 3





image631.png
n . n
— 5 <arcsinx < ;.
2 2




image632.png
0 < arccos x <m,




image633.png
BI

— arccos x <

BRI

BRI




image634.png
SIE]

— arccos x




image635.png




image636.png
arctg x = g —arctg x.




image637.gif
A




image638.gif




oleObject50.bin

image639.gif
Ul




image640.gif




image641.gif




image642.gif




oleObject51.bin

image643.gif




image644.gif




image56.wmf
(

)

0

p

j

³


image645.gif




image646.gif




image647.gif




oleObject52.bin

image648.gif




image649.jpeg




image650.jpeg




image651.jpeg




image652.jpeg




image653.jpeg




image654.png




oleObject53.bin

image655.png




image656.png
Bxyse ABCDA1B1C'1D1 waiim yron mexay AC' v DC'1.





image657.png
Yepr, 4,




image658.png




image659.png
Yept. 6




image660.png
S,

Yepr. 7.




image661.png




image662.png




image57.wmf
2

1

(p2)1

9

q

=--


image663.png




image664.wmf
;22.

ОМАВСОМ

^=


oleObject380.bin

image665.wmf
;;10.

КВАВСАСDKAB

^^=


oleObject381.bin

image666.jpeg




image667.jpeg




image668.wmf
0

;30;22;2.

МВАВСВАСАСМС

^Ð===


oleObject54.bin

oleObject382.bin

image669.wmf
7


oleObject383.bin

image670.wmf
5


oleObject384.bin

image671.wmf
;;

DACABCDO

АВС

Ð=Ð^


oleObject385.bin

image672.wmf
5

.

6

АВ

AC

=


oleObject386.bin

image673.wmf
ВE

EC


image58.wmf
12

11;20

pp

==


oleObject387.bin

image674.wmf
5

6


oleObject388.bin

image675.wmf
2

3


oleObject389.bin

image676.wmf
6

5


oleObject390.bin

image677.wmf
;5.

ОМАВСОМ

^=


oleObject391.bin

image678.wmf
;;10.

КВАВСDСCKAC

^^=


image4.png




oleObject55.bin

oleObject392.bin

image679.jpeg




oleObject393.bin

image680.wmf
0

;30;4.

МВАВСВАСАСМС

^Ð===


oleObject394.bin

image681.wmf
6


oleObject395.bin

image682.wmf
22


oleObject396.bin

image683.wmf
7


image59.wmf
1

(q)

p

j

-

=


oleObject397.bin

image684.png




image685.png




image686.wmf
a


oleObject398.bin

image687.wmf
b


oleObject399.bin

image688.wmf
ab


oleObject56.bin

oleObject400.bin

image689.wmf
ba

ab

=


oleObject401.bin

oleObject402.bin

image690.wmf
b


oleObject403.bin

image691.wmf
f

cos

b

a

ab

=


oleObject404.bin

oleObject405.bin

oleObject406.bin

image60.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

]

[

)

[

)

2

2

1

(p2)10

9

(p2)90

23230

510

;15;

..05;

pp

pp

p

Ткpp

--³

--³

---+³

-+³

Î-¥-È¥

³ÞÎ¥


image692.wmf
b

пр

a

ab

a

=


oleObject407.bin

image693.wmf
a

пр

b

ab

b

=


oleObject408.bin

oleObject409.bin

image694.wmf
0

>

ab


oleObject410.bin

image695.wmf
0

<

ab


oleObject411.bin

image696.wmf
0

=

ab


oleObject57.bin

oleObject412.bin

oleObject413.bin

oleObject414.bin

image697.wmf
a

a


oleObject415.bin

image698.wmf
2

a


oleObject416.bin

image699.wmf
2

2

а

a

=


oleObject417.bin

oleObject418.bin

image61.wmf
5

p

³


oleObject419.bin

image700.wmf
)

,

,

(

1

1

1

z

y

x

a

=


oleObject420.bin

image701.wmf
)

,

,

(

2

2

2

z

y

x

b

=


oleObject421.bin

image702.wmf
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x

b

a

+

+

=


oleObject422.bin

image703.wmf
0

2

1

2

1

2

1

=

+

+

z

z

y

y

x

x


oleObject423.bin

oleObject424.bin

oleObject58.bin

oleObject425.bin

image704.wmf
b

a

ab

=

f

cos


oleObject426.bin

image705.wmf
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

cos

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

+

+

+

+

+

+

=

f


oleObject427.bin

image706.wmf
e

S

S

пр

u

=


oleObject428.bin

image707.wmf
e


oleObject429.bin

image708.wmf
)

cos

,

cos

,

(cos

g

b

a

=

e


image62.wmf
[

)

0;

q

Î+¥


oleObject430.bin

image709.wmf
S


oleObject431.bin

image710.wmf
g

b

a

cos

cos

cos

z

y

x

S

пр

u

+

+

=


oleObject432.bin

oleObject433.bin

oleObject434.bin

image711.wmf
3

2

p

j

=


oleObject435.bin

image712.wmf
3

=

а


oleObject59.bin

oleObject436.bin

image713.wmf
4

=

b


oleObject437.bin

oleObject438.bin

image714.wmf
2

а


oleObject439.bin

image715.wmf
2

b


oleObject440.bin

image716.wmf
(

)

2

b

a

+


oleObject441.bin

image63.wmf
(

)

(

)

2

11

2

22

1

11;q(112)1918..

9

1

20;q(202)136135..

9

p

тысшт

p

тысшт

==--=-=

==--=-=


image717.wmf
(

)

2

2

3

b

a

+


oleObject442.bin

image718.wmf
(

)

2

b

a

-


oleObject443.bin

image719.wmf
(

)

(

)

b

a

b

a

2

2

3

+

-


oleObject444.bin

oleObject445.bin

image720.wmf
j

cos

b

a

ab

=


oleObject446.bin

image721.wmf
6

2

1

12

3

2

cos

12

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

p

ab


image5.wmf
a

b

х

в

2

-

=


oleObject60.bin

oleObject447.bin

oleObject448.bin

image722.wmf
9

3

2

2

=

=

а


oleObject449.bin

image723.wmf
16

4

2

2

=

=

b


oleObject450.bin

image724.wmf
(

)

13

16

)

6

(

2

9

2

2

2

2

=

+

-

+

=

+

+

=

+

b

b

a

a

b

a


oleObject451.bin

image725.wmf
(

)

73

64

)

6

(

12

81

4

12

9

2

3

2

2

2

=

+

-

+

=

+

+

=

+

b

b

a

a

b

a


oleObject452.bin

oleObject61.bin

image726.wmf
(

)

37

16

)

6

(

2

9

2

2

2

2

=

+

-

-

=

+

-

=

-

b

b

a

a

b

a


oleObject453.bin

image727.wmf
(

)

(

)

.

61

64

)

6

(

4

27

4

4

3

4

2

6

3

2

2

3

2

2

2

2

-

=

-

-

+

=

-

+

=

-

-

+

=

+

-

b

b

a

a

b

b

a

b

a

a

b

a

b

a


oleObject454.bin

oleObject455.bin

oleObject456.bin

image728.wmf
с


oleObject457.bin

image729.wmf
3

p

j

=


oleObject458.bin

image64.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

1

(p2)1

9

1

(p2)1

9

(p2)91

291

231

231231

Т..5,231

q

q

q

pq

pq

pqpq

кppq

=--

-=+

-=+

-=±+

-=±+

=++=-+

³=++


oleObject459.bin

image730.wmf
5

=

b


oleObject460.bin

image731.wmf
8

=

с


oleObject461.bin

image732.wmf
(

)

(

)

c

b

b

a

3

2

3

+

-


oleObject462.bin

image733.wmf
(

)

2

c

b

a

+

+


oleObject463.bin

image734.wmf
(

)

2

3

2

c

b

a

-

+


oleObject62.bin

oleObject464.bin

oleObject465.bin

oleObject466.bin

image735.wmf
с


oleObject467.bin

image736.wmf
2

=

а


oleObject468.bin

image737.wmf
2

=

b


oleObject469.bin

image738.wmf
6

=

с


image65.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

6

32

1)

49

29

2)

15

4

3)

56

4)100

5)ylog(x3)

2

6)

31

x

y

xx

x

y

xx

x

y

xx

yx

x

y

xx

+

=

-+

-

=

+

=

-+

=-

=-

+

=

-+


oleObject470.bin

image739.wmf
c

b

a

p

+

+

=


oleObject471.bin

image740.wmf
)

4

;

2

;

4

(

-

=

a


oleObject472.bin

image741.wmf
)

2

;

3

;

6

(

-

=

b


oleObject473.bin

oleObject474.bin

image742.wmf
2

a


oleObject475.bin

oleObject63.bin

image743.wmf
2

b


oleObject476.bin

image744.wmf
(

)

(

)

b

a

b

a

2

3

2

+

-


oleObject477.bin

oleObject478.bin

image745.wmf
(

)

2

b

a

-


oleObject479.bin

image746.wmf
2

AB


oleObject480.bin

image747.wmf
2

AC


image66.wmf
42

5

2

2

1)3

9

2)

3)sin4

4)12

2

5)ycos

16

6)ytgx2x

x

yxx

x

y

x

yxx

ye

x

x

x

=-+

+

=

=--

=+

+

=×

-

=-


oleObject481.bin

image748.wmf
)

2

)(

2

(

BA

BC

CB

AB

+

-


oleObject482.bin

image749.gif




image750.gif
Prc. 26.




image751.gif
()]

Vs AADL noaysaew AB + BL =b. Tax xax AD=5C,

ﬁ AB. TO

B+ A =0 @

Ha paseictsa (1) cacayer

ab
2+4—~2. wan S

3

=8|

Moxcranna Z- 13 (3) 5 (2), noayumm

Bt-L

H, CHIRA0BATEABHO,





image752.wmf
СD


oleObject64.bin

image753.wmf
ОА


image754.wmf
ОВ


image755.png
PaGoyee MecTo yuuTens

Movowe  Hausno pasore Blixonus cncTemsl

Mepeiin . ooibopy poxos >> [——_Ypok <Ypok 09. Pasnoxenne BEKTOPA N0 ABYM HEKOAAHEBDHHM BEKTOPAM>
-]
<

= (€D v2pes weronmkeapHus FerTopH OA N OB.

Tecrsic cepeepa ki >





image756.wmf
b


image757.wmf
а


image758.png
Movowe  Hausno pasore

Mepeiiru  eeifiopy upokce >>

PaGoyee MecTo yuuTens

Blixonus cncTemsl

T

Tecrsic cepeepa ki >

4
Fel- b= bl b

sty bl Cayuai 1 goasan.
2115, Bosen wrcno

|

ka_

Pcywo 1





image759.wmf
АС


image760.wmf
АО


image761.wmf
AB


image762.wmf
DC


image67.wmf
70250

qp

=-+


image763.wmf
2

1


image764.wmf
АD


image765.png
Movowe  Hausno pasore

Mepeiiru  eeifiopy upokce >>

PaGoyee MecTo yuuTens

Blixonus cncTemsl

T

Tecrsic cepeepa ki >





image766.wmf
2

1


image767.wmf
)

(

2

1

AD

BC

MN

+

=


oleObject483.bin

image768.png




image769.wmf
)

(

2

1

OB

OA

OM

+

=


oleObject484.bin

image770.wmf
)

(

2

1

OD

OC

ON

+

=


oleObject65.bin

oleObject485.bin

image771.wmf
).

(

2

1

)

(

2

1

)

(

2

1

)

(

2

1

)

(

2

1

AD

BC

OA

OD

OB

OC

OB

OA

OD

OC

OM

ON

MN

+

=

-

+

-

=

=

+

-

+

=

-

=


oleObject486.bin

image772.wmf
AC

AM

4

1

=


oleObject487.bin

image773.png




image774.wmf
BC

BN

=


oleObject488.bin

image775.png




image776.png




oleObject2.bin

oleObject66.bin

image777.wmf
y

PB

AP

x

PN

MP

=

=

,


oleObject489.bin

image778.wmf
b

CA

a

CB

=

=

,


oleObject490.bin

image779.wmf
AP


oleObject491.bin

image780.png
AP




image781.wmf
y

PB

AP

=


oleObject492.bin

image782.wmf
1

+

=

y

y

AB

AP


image68.wmf
12

150;650

pp

==


oleObject493.bin

image783.png




oleObject494.bin

image784.wmf
AB


oleObject495.bin

image785.png
Ay ab




image786.wmf
)

(

1

)

(

1

1

b

a

y

y

CA

CB

y

y

AB

y

y

AP

-

+

=

-

+

=

+

=


oleObject496.bin

image787.wmf
b

y

y

a

y

y

AP

1

1

+

-

+

=


oleObject497.bin

oleObject67.bin

image788.wmf
,

x

PN

MP

=


oleObject498.bin

image789.png




image790.wmf
AN

x

x

AM

x

AP

1

1

1

+

+

+

=


oleObject499.bin

image791.png




image792.wmf
b

AC

AM

4

1

4

1

=

=


oleObject500.bin

image793.wmf
b

a

CA

CN

AN

-

=

-

=

2


oleObject501.bin

image69.wmf
12

15;20

qq

==


image794.png
:—;E,ZW:I:N—UI:ZQ—E
AM




image795.wmf
)

2

(

1

4

1

1

1

b

a

x

x

b

x

AP

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=


oleObject502.bin

image796.wmf
b

x

x

a

x

x

AP

)

1

(

4

4

1

1

2

+

+

-

+

=


oleObject503.bin

image797.wmf
.

)

1

(

4

4

1

1

,

1

2

1

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

=

+

+

=

+

x

x

y

y

x

x

y

y


oleObject504.bin

image798.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

.

3

2

,

4

1

y

x


oleObject505.bin

image799.png




oleObject68.bin

image800.png
<)

&




image801.wmf
)

(

2

1

2

1

BN

AM

K

K

+

=


oleObject506.bin

image802.wmf
)

(

2

1

3

1

BC

AD

K

K

+

=


oleObject507.bin

image803.wmf
BC

BN

AD

AM

7

3

,

7

3

=

=


oleObject508.bin

image804.wmf
3

1

2

1

7

3

)

(

2

1

7

3

K

K

BC

AD

K

K

=

+

×

=


oleObject509.bin

image805.wmf
2

1

K

K


image70.wmf
4050

qp

=-+


oleObject510.bin

image806.wmf
3

1

K

K


oleObject511.bin

image807.png
ath-aroun®s




image808.png
NN




image809.wmf
O

BD

AC

=

Ç


oleObject512.bin

image810.wmf
(

)

ABC

FO

^


oleObject69.bin

oleObject513.bin

image811.png




image812.png
Puc. 331 Puc. 332 Puc. 333




image813.png
Alx,; ya)




image814.png
B(xg; yg)




image815.png




image816.png
Jxg -2, Y +(ys-ya)-




image817.png




image818.png
A(X45 Yas 24)




image819.png
B(xg; Ygs 2p):




oleObject70.bin

image820.png
AB = \/(xs Xy )2 +(ys *yA)Z +(2p—2a )2-




image821.png
A(xy5 Yas 24)> B(xp; Yss 25)




image822.png
C(xcs Yes 2¢0)




image823.png




image824.png
Yat¥yp , _2atZp





image825.png
P(7; -1; 5)




image826.png
K(-1; 4; -3).




image827.png




image828.png
M(0; y; 0)




image829.png
MP = MK,




image71.wmf
12

175;350

pp

==


image830.png
70+ 1=y +(5-0)" = -1-0f +(4-y) +(-3-0),




image831.png
T4+ (1 +y) =10 + (4 - y).




image832.png
y =—4,9.




image833.png
M(0; —4,9; 0).




image834.png




image835.png
A(3; 1; -2)




image836.png




image837.png
B(2; 3; 4).




image838.png
M(x; y; 2)




image839.png




oleObject71.bin

image840.png




image841.png
BM? =
= AB? +
AM?




image842.png
BM? = (x-2)" +(y-3)" +(2-4),




image843.png
AB? = (2-3Y +(3-1 +(4+2)” = 41, AM? = (x—3) +(y-1)" +(z+2)",




image844.png
(x-2)"+(y-8)*+(2-4)" = (x-3)" +(y-1)*+(2+2)"+ 41,




image845.png
x -2y -6z - 13 =





image846.png
x — 2y — 6z -13 =





image847.png
=)

Puc. 336




image848.png




image849.png




image6.wmf
1

2

2

=

-

-

=

в

х


image72.wmf
12

10;30

qq

==


image850.png




image851.png




image852.png




image853.png




image854.png
CcD




image855.png




image856.png
BC




image857.png
4B=Ch

Puc. 337

a)

Puc. 338




image858.png
D |0
S pivy

N

- e




image859.png
(S AR~




oleObject72.bin

image860.png




image861.png
ad = be.




image862.png




image863.png




image864.png




image865.png




image866.png




image867.png
AB




image868.png




image869.png




image73.wmf
2

1

(p3)1

4

q

=--


image870.png




image871.png




image872.png




image873.png




image874.png
BAC




image875.png




image876.png
cD




image877.png
AB




image878.png
CD




image879.png




oleObject73.bin

image880.png
CD,




image881.png
AB+CD=AB+BK,




image882.png




image883.png
a+b=b+a,




image884.png
a+(b+c)

(a+b)+e,




image885.png
a+x=b




image886.png




image887.png




image888.png




image889.png




image74.wmf
12

7;11

pp

==


image890.png




image891.png




image892.png




image893.png
E>0




image894.png
k<0,




image895.png




image896.png




image897.png
|rea|=|k]-|a|




image898.png




image899.png




oleObject74.bin

image900.png
(m-n)ﬁ:m(nﬁ).




image901.png




image902.png




image903.png
B,

AB +CD
C
\)

Puc. 339

Sl

Puc. 340

Puc. 341




image904.png
k(a+b)=ka+kb




image905.png
(m+n)a=ma+na.




image906.png




image907.png




image908.png




image909.png




oleObject75.bin

image910.png




image911.png




image912.png




image913.png




image914.png




image915.png
ol

&Y

o




image916.png




image917.png




image918.png




image919.png
o




image75.wmf
2

1

(p5)1

16

q

=--


image920.png




image921.png




image922.png
mﬂ;+ﬂl_7:()_441+()_31,




image923.png
O, A, A,, B, B,




image924.png




image925.png




image926.png
Puc. 342




image927.png




image928.png




image929.png




oleObject76.bin

image930.png
(m, n, k),




image931.png
ma +nb + kc.




image932.png




image933.png




image934.png




image935.png




image936.png




image937.png




image938.png




image939.png




image76.wmf
12

37;53

pp

==


image940.png




image941.png




image942.png
oc




image943.png




image944.png




image945.png




image946.png
DD =EkOC.




image947.png




image948.png




image949.png
OA




oleObject3.bin

oleObject77.bin

image950.png




image951.png




image952.png




image953.png
O.l.).l. = mOA + nOB.




image954.png
Puc. 344




image955.png
OD = OD, + D,D = mOA + nOB + kOC.




image956.png
(m, n, k)




image957.png
(my, ny, ky),




image958.png
OD = mOA + nOB + kOC




image959.png
OD = m;0A + n,0B + k, Ot




oleObject78.bin

image960.png
mOA + nOB + kOC = m,OX + n]OE + k,OC




image961.png
(m, — m)OA + (n, - n)OB + (k, — k)OC





image962.png
(m, n, k)




image963.png
(my, ny, ky)




image964.png
k # k.




image965.png
LA MMy o =Ty oo
0C: 0C=" " "1 04+ " OB.





image966.png




image967.png
]|




image968.png
SABCD




image969.png




image77.wmf
0

180

n

p


image970.png




image971.png




image972.png
ScC




image973.png




image974.png




image975.png




image976.png
SB




image977.png




image978.png
SP : PB.




image979.png
SA+SC=SB+8SD,




oleObject79.bin

image980.png




image981.png




image982.png




image983.png




image984.png




image985.png
SB: SP =aSB




image986.png




image987.png




image988.png




image989.png




image78.png




image990.png




image991.png




image992.png




image993.png
MP




image994.png




image995.png




image996.png
M_P:xDM+yE




image997.png




image998.png




image999.png
SM, DM




image79.wmf
6

p


image1000.png




image1001.png




image1002.png
SD.




image1003.png
SM:%SC,DM:SM—SD:%SC—SD,

AK = SK - SA :%SD - (SB+SD-5C) = 5C - SB—%SDA




image1004.png
SP =SM + MP = ; SC + x(%SC—SD}er[SC—SB—ZlSD]:

:—ySB+[1+ +y]SC [ %]SDA




image1005.png
SB, SC




image1006.png




image1007.png
SP,




image1008.png




image1009.png




oleObject80.bin

image1010.png




image1011.png
SP:SB=2:3,




image1012.png
SP : PB =





image1013.png
Oxyz.




image1014.png




image1015.png
OM .




image1016.png




image1017.png




image1018.png
(m, n, k)




image1019.png
Oxyz,




image80.wmf
4

p


image1020.png




image1021.png




image1022.png
(m, n, k).




image1023.png
a(m, n, k).




image1024.png
A(x4; Ya5 24)s B(xp; Yps 28)s




image1025.png
AB(xg — X435 Yp — Yas 25 — 2





image1026.png
Oxyz




image1027.png
A(x43 Yas 24)s B(xp; Yps 25)-




image1028.png




image1029.png
M(xXa5 Ynis 2a1)-




oleObject81.bin

image1030.png




image1031.png




image1032.png
AB = OM,




image1033.png




image1034.png
BO




image1035.png




image1036.png
XatXy YatYu , 24*2n
2 2 7 2 ’




image1037.png
BO




image1038.png
x5+0 yp+0 2z5+0
2’ 2 2 )




image1039.png
Xq4 + Xy = Xpy, Ya + Yu = Yy 24 + 2y = 2.





image81.wmf
3

p


image1040.png
Xy = Xp — X, = -
M ‘B 4> Yn = Y
) B

Ya




image1041.png
- 24




image1042.png
a (% Y5 2.0, b(x; 9,5 2,),




image1043.png
a + b(x, + X3 Yo + Yui 20 + 2), ka (kx,; Ry, kz,).




image1044.png
Oxyz




image1045.png
OA(x,; yu; 2,), a + b = OC (x; v.; 2.)




image1046.png




image1047.png




image1048.png
= Xe Yp =

Y. —

Ya




image1049.png




image7.png




oleObject82.bin

image1050.png
=Xt X Yo =Ya t Y




image1051.png
2, + 2,




image1052.png




image1053.png
(X, + X3 Yo + Yps 24 + 24)-




image1054.png
>




image1055.png
ka = OA; (x,; yy; 2,)





image1056.png




image1057.png




image1058.png




image1059.png
A,




image82.wmf
2

p


image1060.png
yOz




image1061.png




image1062.png




image1063.png
P,.




image1064.png




image1065.png
OA,P,




image1066.png
kx,.




image1067.png
Yy, = ky,




image1068.png
2, = kz,.




image1069.png
Puc. 348 Puc. 349 Puc. 350




oleObject83.bin

image1070.png
E<0,




image1071.png
i(1; 0; 0), j(0; 1; 0), £(0; 05 1)




image1072.png
a (X Yuos )




image1073.png
a=x,0 +y.j +2k.




image1074.png
ABCDA,B,C,D;.




image1075.png




image1076.png




image1077.png
CcC,




image1078.png
AC,




image1079.png
CD,, AM




image83.wmf
3

2

p


image1080.png




image1081.png




image1082.png




image1083.png
5




image1084.png




image1085.png
CD,, AM




image1086.png




image1087.png
Puc. 351




image1088.png
CD1:CD+DD1:—AB+AA1;

AM = AB + BC + CM = AB+AD+ AAl,

BN = BA + AA, + AN =——AB + 44] + 5 AC

——AB + A4 + ;(AlBl+A1D1) = 7;‘43 + AA] + ;AD




image1089.png




oleObject84.bin

image1090.png
AB+AD+;AA1:AM,—;AB+AA1+;AD:BN




image1091.png




image1092.png




image1093.png
k




image1094.png




image1095.png
A4, = AB + CD;, Z~AB+AD+%4CD1 ~AM, 2l.AB +CD1+%~AD:BN.




image1096.png
&l




image1097.png




image1098.png
3

AD =2BN - AB - 2CD,, ;AB +2BN - 2~CD1 = AM .




image1099.png
AB, AD




image84.wmf
4

3

p


image1100.png




image1101.png
CD,, AM




image1102.png
BN: AB = 2AM - 4BN + 3CD,, AD = -2AM +

+6BN - 5CD,, AA, = 2AM — 4BN + 4CD,.




image1103.png
BC,




image1104.png
ABCA,B,C,




image1105.png
AB,




image1106.png
CA,

1




image1107.png




image1108.png




image1109.png
PQ : BC,,




oleObject85.bin

image1110.png
PQ || BC;.




image1111.png
PPPPPPP




image1112.png
AB, AC




image1113.png




image1114.png




image1115.png




image1116.png




image1117.png
QC




image1118.png
CA,




image1119.png




image85.wmf
6

5

p


image1120.png
QC=p-C4A,





image1121.png




image1122.png
PA=q-AB;.




image1123.png




image1124.png
PQ=PA+AC-QC =q-(AB+A4A;)+AC-p(-AC+44;)=

—q-AB+(p+1)-AC+(q-p)-A4,.




image1125.png




image1126.png




image1127.png
PQ=kBC, = k-(-AB+AC+AA;)




image1128.png




image1129.png
q-AB+(p+1)-AC+(q-p)-AA





oleObject86.bin

image1130.png
q=-k,p+1l=k qg-p=F




image1131.png
O b




image1132.png
PR : BC, =1 : 3.




image1133.png




image1134.png




image1135.png




image1136.png




image1137.png




image1138.png
ab=b-a,




image1139.png
(b+c) a-

S

Q1




image86.wmf
2

1


image1140.png
(ka)-b=k(a-b).




image1141.png




image1142.png
a(x; Yoi 2,)




image1143.png
b(x Y5 2)




image1144.png
a‘b = x,x, + Yy, + 2.2




image1145.png
a(2; 1; -2).




image1146.png
ara=2-2+114+(-2)(-2) =





image1147.png




image1148.png




image1149.png
a(4; 1; -3)




image8.png




oleObject87.bin

image1150.png
b(2; -5; 1).




image1151.png
cos a = f|b Lab=4-2+1.(-5)+(-3)-1 =0.
a





image1152.png
coso=0ma=

Do 3




image1153.png




image1154.png
m+ 2n - 3p,




image1155.png




image1156.png




image1157.png




image1158.png




image1159.png
laf*=aa=(m +2n -3p)-(m +2n —3p) =

—m-(m +2n —3p)+2n-(m +2n —3p)-3p-(m +2n —3p) =

=m-m +2mn —3m-p+2nm+2-2n-n-3-2n-p—3p-m —

- 3-2pn+3-3p-p.




image87.wmf
2

2


image1160.png
1l

S. |

2

=2-1cos60° =1, mp70

p'p=|pP=09 0lal =93




image1161.png




image1162.png
M (%05 Yo3 2o)




image1163.png
N (a; b; ¢),




image1164.png
(x5 y; 2)




image1165.png




image1166.png
a(x — x)) + b(y — y,) + c(z — z,) = 0.




image1167.png
M(x; y; 2)




image1168.png
M (%05 Yo; 20)




image1169.png
N (a; b; ¢),




oleObject88.bin

image1170.png
MM




image1171.png




image1172.png
a(x — xp) + by — y,) + c(z — z,) = 0.




image1173.png
ax +by +cz+d =0,




image1174.png
a, b, c




image1175.png
N (a; b; c).




image1176.png
ax +by +cz+d=0




image1177.png




image1178.png




image1179.png
(X035 Yo5 20)s




image88.wmf
2

3


image1180.png
a=+0,




image1181.png




image1182.png




image1183.png




image1184.png
(X035 Yos 20)




image1185.png
ax + by, + czy +d




image1186.png
ax, + by, + cz, +d =0,




image1187.png
ax + by +cz+d =0




image1188.png
ax + by + cz+d — (axy + by, + ¢zy +d) =0




image1189.png
a(x — x0) + by —y,) + c(z — 2) =0,




oleObject89.bin

image1190.png
(x5 y; 2)




image1191.png




image1192.png
M (%45 Yo3 20)




image1193.png
N (a; b; ¢),




image1194.png
Mo(x05 Yo3 20)




image1195.png
ﬁ(a; b; ¢).




image1196.png
AB




image1197.png
: AB(4-2;1-1; 2 - 3),




image1198.png
A, B




image1199.png




image89.wmf
2

3


image1200.png
ABC,




image1201.png
N (a; b; o),




image1202.png




image1203.png




image1204.png
2a + 0b + (-1)c =0




image1205.png
3a + b+ (—2) =





image1206.png




image1207.png




image1208.png




image1209.png
1x-2)+1(y - 1) +2(z-3)=0,




oleObject90.bin

image1210.png
X +y+2z=




image1211.png
ax +by +cz+d=0,




image1212.png
Mo(%0; Yo; 20)




image1213.png
axy +byy +czy +d |

Va?+b?+c?




image1214.png




image1215.png




image1216.png




image1217.png
(X135 Y15 21)-




image1218.png
MM, (1 = %03 Y1 ~ Yo 21 ~ 20)




image1219.png
ﬁ(a; b; ¢).




image90.wmf
2

2


image1220.png
| MM, ||N|-(x1),




image1221.png




image1222.png
MM, "N = al(x; = xo) + by — yo) + ¢(21 ~ 20) =

=ax;, + by, + cz; — (ax, + by, + cz,) = —(d + ax, + by, + cz,),




image1223.png




image1224.png




image1225.png




image1226.png
A(2; -1; -3)




image1227.png
x+2y+22-9




image1228.png
. [2+2:(-1)+2-(-8)-9|

1+22+22
‘/7

=5.




image1229.png
A.B,C,D,




oleObject91.bin

image1230.png
A,B,C,D,




image1231.png
K,L,M,N




image1232.png
A A;, B\B,, C,C,, DD,




image1233.png
KM




image1234.png
LN




image1235.png




image1236.png
A B, =D,C,




image1237.png
A,B, = D,C,.




image1238.png
K, L, M, N




image1239.png
OK, OL, OM, ON : OK:%-(OA1+OA2), OL:;(OBI+OBZ),




image91.wmf
2

1


image1240.png




image1241.png




image1242.png




image1243.png
KL=0OL-OK = %(O’Ji#(’)B}OA}OA;),




image1244.png
NM:OM—ON:%-(OClJrOCz—ODl—OD.





image1245.png
D,C, =0C, -0D,




image1246.png
OB, 04, = 4,B, = D,C, = 0C, -0D,,




image1247.wmf
1

1

1

B

B

D

C

D

A

r

r

r

-

-


oleObject514.bin

image1248.wmf
R

T

Q

R

T

P

M

N

Q

P

N

M

r

r

r

r

r

r

+

+

+

-

-


image9.wmf
х

у

=


oleObject92.bin

oleObject515.bin

image1249.wmf
a

b

a

b

a

r

r

r

r

r

+

-

-

+

)

2

(

4

)

(

3


oleObject516.bin

image1250.wmf
1

1

1

B

C

A

A

B

A

r

r

r

-

-


oleObject517.bin

image1251.wmf
E

S

L

P

N

M

N

E

S

M

P

L

r

r

r

r

r

r

+

-

-

+

+


oleObject518.bin

image1252.wmf
)

(

2

)

2

(

3

n

m

n

m

m

r

r

r

r

r

-

-

-

+


oleObject519.bin

image1253.wmf
.

)

(

lim

A

x

f

a

x

=

®


oleObject93.bin

oleObject520.bin

image1254.wmf
0

)

(

lim

=

®

x

f

a

x


oleObject521.bin

image1255.wmf
¥

=

®

)

(

lim

x

f

a

x


oleObject522.bin

image1256.wmf
))

(

)

(

(

x

g

x

f

×


oleObject523.bin

image1257.wmf
A

x

f

a

x

=

®

)

(

lim


oleObject524.bin

image1258.wmf
¥

=

+

®

))

(

)

(

(

lim

x

g

x

f

a

x


oleObject94.bin

oleObject525.bin

image1259.wmf
0

)

(

)

(

lim

=

®

x

g

x

f

a

x


oleObject526.bin

image1260.wmf
)

(

1

x

f


oleObject527.bin

oleObject528.bin

image1261.wmf
)

(

lim

)

(

lim

))

(

)

(

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

±

=

±


oleObject529.bin

image1262.wmf
)

(

lim

)

(

lim

))

(

)

(

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

×

=

×


oleObject530.bin

oleObject95.bin

image1263.wmf
)

(

lim

)

(

lim

)

(

)

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

=


oleObject531.bin

image1264.wmf
)

(

lim

))

(

(

lim

x

f

k

x

kf

a

x

a

x

®

®

=


oleObject532.bin

image1265.wmf
1

9

1

8

9

lim

2

1

-

-

+

®

x

x

x

x


oleObject533.bin

image1266.wmf
9

1


oleObject534.bin

image1267.wmf
(

)

(

)

(

)

.

2

1

1

1

lim

1

9

1

)

1

9

(

lim

1

9

1

9

1

9

lim

1

9

1

8

9

lim

1

1

1

2

1

=

+

=

+

=

-

+

-

=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

-

+

®

®

®

®

х

x

х

x

x

х

х

x

x

x

x

x

x

x


oleObject535.bin

image92.wmf
2

1

-


image1268.wmf
.

1

2

lim

2

3

2

1

+

-

-

-

+

®

x

х

х

x

x

x


oleObject536.bin

image1269.wmf
0

0


oleObject537.bin

image1270.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

¥

=

-

+

=

-

-

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

-

-

-

+

®

®

®

1

2

lim

1

1

2

1

lim

0

0

1

2

lim

2

1

2

1

2

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject538.bin

image1271.wmf
¥

¥


oleObject539.bin

image1272.wmf
10

3

5

3

7

5

2

lim

3

2

3

1

-

-

+

-

+

®

x

х

x

x

х

x


oleObject540.bin

oleObject96.bin

image1273.wmf
10

3

5

3

7

5

2

lim

3

2

3

1

-

-

+

-

+

®

x

х

x

x

х

x


oleObject541.bin

image1274.wmf
¥

¥


oleObject542.bin

image1275.wmf
5

2

10

3

5

3

7

5

2

lim

10

3

5

3

7

5

2

lim

3

2

3

2

3

2

3

=

-

-

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¥

¥

=

-

-

+

-

+

¥

®

¥

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject543.bin

image1276.wmf
3

2

3

2

10

,

3

,

3

,

7

,

5

x

x

x

x

x


oleObject544.bin

image1277.wmf
.

1

1

lim

)

4

;

1

4

lim

)

3

;

9

3

2

lim

)

2

;

1

1

lim

)

1

0

2

2

2

2

3

2

3

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

-

-

-

-

-

-

+

®

®¥

®

-

®


oleObject545.bin

image93.wmf
2

2

-


image1278.wmf
.

2

2

2

lim

)

4

;

8

3

lim

)

3

;

6

5

2

lim

)

2

;

5

25

lim

)

1

2

2

2

2

2

2

2

5

-

+

-

-

-

+

+

+

+

-

®

¥

®

-

®

-

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject546.bin

image1279.wmf
.

3

3

6

lim

)

4

;

80

10

2

1

lim

)

3

;

3

8

3

3

11

4

lim

)

2

;

3

27

lim

)

1

6

2

3

3

2

2

3

3

3

+

-

-

-

+

+

+

-

-

-

-

-

-

®

¥

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject547.bin

image1280.wmf
.

3

3

lim

)

4

;

3

1

11

3

lim

)

3

;

5

16

3

10

17

3

lim

)

2

;

)

1

(

2

1

lim

)

1

0

3

2

2

3

2

2

5

2

3

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

-

+

+

-

+

-

+

-

+

-

-

+

®

¥

®

®

-

®


oleObject548.bin

image1281.wmf
.

49

3

2

lim

)

4

;

26

3

6

2

lim

)

3

;

4

8

3

2

5

3

lim

)

2

;

4

64

lim

)

1

2

7

2

3

3

2

2

3

2

3

4

-

-

+

-

+

-

+

-

+

+

+

+

+

+

®

¥

®

-

®

-

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject549.bin

image1282.wmf
.

1

2

5

lim

)

4

;

8

1

1

lim

)

3

;

4

13

3

4

7

2

lim

)

2

;

1

1

lim

)

1

5

4

2

4

2

2

4

2

3

1

-

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

®

¥

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


oleObject550.bin

oleObject97.bin

image1283.wmf
.

4

4

2

lim

)

4

;

3

6

10

lim

)

3

;

1

2

3

3

7

4

lim

)

2

;

5

25

lim

)

1

0

2

2

2

2

1

2

4

5

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

-

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

®

¥

®

®

®


oleObject551.bin

image1284.wmf
.

2

2

2

lim

)

4

;

5

20

4

5

20

lim

)

3

;

3

16

5

3

11

4

lim

)

2

;

3

9

lim

)

1

0

2

2

2

3

9

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

-

-

-

+

-

+

-

-

-

-

-

®

¥

®

®

®


oleObject552.bin

image1285.wmf
х

х

х

х

x

5

2

2

3

lim

2

2

0

-

-

®


oleObject553.bin

image1286.wmf
3

6

5

lim

2

2

-

+

-

®

х

х

х

x


oleObject554.bin

image1287.wmf
5

3

3

2

lim

3

2

4

-

+

-

¥

®

х

х

х

x


oleObject555.bin

image94.wmf
2

3

-


image1288.wmf
х

х

х

x

+

-

-

®

5

5

lim

0


oleObject556.bin

image1289.wmf
a

x

x

x

x

a

a

a

e

e

k

b

kx

nx

x

c

a

x

x

x

x

n

n

ln

1

)

(log

1

)

(ln

ln

)

(

)

(

)

(

)

(

0

1

=

¢

=

¢

=

¢

=

¢

=

¢

+

=

¢

=

¢

-


oleObject557.bin

image1290.wmf
x

ctgx

x

tgx

x

x

x

x

2

2

sin

1

)

(

cos

1

)

(

sin

)

(cos

cos

)

(sin

-

=

¢

=

¢

-

=

¢

=

¢


oleObject558.bin

image1291.wmf
2

2

2

2

1

1

)

(

1

1

)

(

1

1

)

(arccos

1

1

)

(arcsin

x

arcctgx

x

arctgx

x

x

x

x

+

-

=

¢

+

=

¢

-

-

=

¢

-

=

¢


oleObject559.bin

image1292.wmf
,

)

(

.

2

,

)

(

.

1

y

x

y

x

xy

y

x

y

x

¢

+

¢

=

¢

¢

±

¢

=

¢

±


oleObject560.bin

oleObject98.bin

image1293.wmf
.

.

3

2

y

y

x

y

x

y

x

¢

-

¢

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


oleObject561.bin

image1294.wmf
x

x

x

x

f

5

3

1

2

)

(

3

2

+

-

-

=


oleObject562.bin

image1295.wmf
.

5

4

1

5

3

3

1

2

2

5

3

1

2

)

(

2

1

1

1

3

1

2

3

2

+

-

-

=

×

+

×

-

×

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

¢

-

-

-

х

х

х

х

х

x

x

x

x

f


oleObject563.bin

image1296.wmf
).

3

(

)

(

-

=

x

x

x

f


oleObject564.bin

image1297.wmf
(

)

(

)

.

1

)

3

(

2

1

)

3

(

)

3

(

)

3

(

)

(

×

+

-

=

¢

-

+

-

¢

=

¢

-

=

¢

х

x

х

x

x

x

x

x

x

x

f


oleObject565.bin

oleObject4.bin

image95.wmf
3

3


image1298.wmf
.

2

3

3

2

2

3

)

3

(

2

1

)

(

х

х

х

х

х

х

x

х

x

f

-

=

+

-

=

+

-

=

¢


oleObject566.bin

image1299.wmf
5

4

3

)

(

2

3

-

+

-

=

x

x

x

x

f


oleObject567.bin

image1300.wmf
x

x

x

f

)

1

(

)

(

+

=


oleObject568.bin

image1301.wmf
x

x

x

f

1

)

(

-

=


oleObject569.bin

image1302.wmf
15

)

3

)(

1

(

)

(

2

+

-

=

x

x

x

f


oleObject570.bin

oleObject99.bin

image1303.wmf
x

x

x

x

f

4

2

1

3

)

(

2

3

+

-

=


oleObject571.bin

image1304.wmf
x

x

x

f

3

)

2

(

)

(

-

=


oleObject572.bin

image1305.wmf
2

2

)

(

x

x

x

f

+

=


oleObject573.bin

image1306.wmf
)

4

)(

3

(

)

(

2

-

+

=

x

x

x

f


oleObject574.bin

image1307.wmf
x

x

x

x

x

f

1

11

4

2

)

(

2

+

+

-

=


oleObject575.bin

image96.wmf
3


image1308.wmf
3

)

2

(

)

(

x

x

x

f

-

=


oleObject576.bin

image1309.wmf
x

e

x

f

x

1

)

(

+

=


oleObject577.bin

image1310.wmf
)

3

(

ln

)

(

+

=

x

x

x

f


oleObject578.bin

image1311.wmf
x

x

x

x

x

f

2

5

2

3

)

(

3

+

+

-

=


oleObject579.bin

image1312.wmf
)

5

(

1

)

(

3

-

+

=

x

x

x

f


oleObject580.bin

oleObject100.bin

image1313.wmf
3

2

1

9

)

(

x

x

x

f

+

=


oleObject581.bin

image1314.wmf
3

)

1

(

)

(

2

+

-

=

x

x

x

f


oleObject582.bin

image1315.wmf
x

x

x

x

x

x

f

2

3

2

2

2

3

)

(

+

+

-

=


oleObject583.bin

image1316.wmf
2

)

1

(

5

,

0

)

(

+

=

x

x

f


oleObject584.bin

image1317.wmf
1

6

)

(

2

+

=

x

x

x

f


oleObject585.bin

image97.wmf
3

-


image1318.wmf
12

)

5

)(

2

(

)

(

-

+

=

x

x

x

f


oleObject586.bin

image1319.wmf
5

2

3

)

(

2

3

3

+

-

=

x

x

x

x

x

f


oleObject587.bin

image1320.wmf
x

x

x

f

)

1

(

)

(

3

+

=


oleObject588.bin

image1321.wmf
2

3

)

(

3

+

-

=

x

x

x

x

f


oleObject589.bin

image1322.wmf
)

3

)(

1

(

)

(

2

+

-

=

x

x

x

f


oleObject590.bin

oleObject101.bin

image1323.wmf
1

5

3

2

)

(

2

3

3

-

+

+

-

=

x

x

x

x

x

x

f


oleObject591.bin

image1324.wmf
1

)

2

(

)

(

3

+

-

=

x

x

x

f


oleObject592.bin

image1325.wmf
x

x

x

f

4

2

3

1

)

(

3

-

=


oleObject593.bin

image1326.wmf
)

1

(

ln

)

(

-

=

x

e

x

x

f


oleObject594.bin

image1327.wmf
5

5

,

0

4

1

2

)

(

2

4

-

-

+

=

x

x

x

x

x

f


oleObject595.bin

image98.wmf
3

3

-


image1328.wmf
)

(

)

(

3

x

x

x

x

f

-

=


oleObject596.bin

image1329.wmf
x

x

x

x

x

f

+

+

=

1

)

(


oleObject597.bin

image1330.wmf
x

x

x

f

ln

1

ln

)

(

+

=


oleObject598.bin

image1331.wmf
3

2

)

(

+

-

=

x

x

x

f


oleObject599.bin

image1332.wmf
3

5

4

2

)

(

2

3

+

-

-

=

x

x

x

x

f


oleObject600.bin

oleObject102.bin

image1333.wmf
)

1

)(

1

(

)

(

2

3

+

-

=

x

x

x

f


oleObject601.bin

image1334.wmf
1

)

1

(

)

(

+

-

=

x

x

x

f


oleObject602.bin

image1335.wmf
)

(

x

f

у

=


oleObject603.bin

image1336.wmf
Î


oleObject604.bin

image1337.wmf
Î


oleObject605.bin

image99.wmf
3


image1338.wmf
)

(

x

f

z

=


oleObject606.bin

image1339.wmf
)

(

0

0

x

g

у

=


oleObject607.bin

image1340.wmf
))

(

(

)

(

x

g

f

x

z

=


oleObject608.bin

image1341.wmf
)

(

)

(

)

)

(

(

(

)

(

0

0

0

0

x

g

y

f

x

g

f

x

z

¢

×

¢

=

¢

=

¢


oleObject609.bin

image1342.wmf
2

2

)

10

3

(

+

+

=

x

x

y


oleObject610.bin

oleObject103.bin

image1343.wmf
;

10

3

)

(

;

)

10

3

(

2

2

2

+

+

=

+

+

=

x

x

x

g

x

x

y


oleObject611.bin

image1344.wmf
2

))

(

(

)

(

x

g

x

f

=


oleObject612.bin

image1345.wmf
).

3

2

)(

10

3

(

2

)

10

3

(

)

10

3

(

2

;

)

)

(

(

)

(

2

)

))

(

((

)

(

2

2

2

2

+

+

+

=

¢

+

+

×

+

+

=

¢

¢

×

=

¢

=

¢

x

x

x

x

x

x

x

y

x

g

x

g

x

g

x

f


oleObject613.bin

image1346.wmf
)

(

¢

¢

=

¢

¢

y

y


oleObject614.bin

image1347.wmf
12

4

6

+

+

=

х

х

у


oleObject615.bin

image10.png




image100.wmf
3

3


image1348.wmf
.

360

;

120

;

30

;

4

6

2

3

4

5

x

y

x

y

x

y

x

y

IV

=

=

¢

¢

¢

=

¢

¢

+

=

¢


oleObject616.bin

image1349.wmf
);

4

/

(

;

sin

)

(

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject617.bin

image1350.wmf
);

3

/

(

;

cos

ln

)

(

p

-

¢

=

f

x

x

f


oleObject618.bin

image1351.wmf
);

0

(

;

cos

2

sin

)

(

2

f

x

x

x

f

¢

-

=


oleObject619.bin

image1352.wmf
);

4

/

(

;

ln

)

(

p

f

tgx

x

f

¢

=


oleObject620.bin

oleObject104.bin

image1353.wmf
).

0

(

;

)

(

sin

f

e

x

f

x

¢

=


oleObject621.bin

image1354.wmf
);

4

/

(

;

cos

)

(

2

p

-

¢

=

f

x

x

f


oleObject622.bin

image1355.wmf
);

6

/

(

;

sin

ln

)

(

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject623.bin

image1356.wmf
);

0

(

;

2

cos

sin

)

(

2

f

x

x

x

f

¢

+

=


oleObject624.bin

image1357.wmf
);

4

/

(

;

ln

)

(

p

-

¢

=

f

ctgx

x

f


oleObject625.bin

image101.wmf
3

3

-


image1358.wmf
).

4

/

(

;

)

(

2

cos

p

f

e

x

f

x

¢

=


oleObject626.bin

image1359.wmf
);

4

/

(

;

sin

ln

)

(

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject627.bin

image1360.wmf
);

2

/

(

;

cos

)

(

2

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject628.bin

image1361.wmf
);

2

/

(

;

cos

sin

2

)

(

2

p

f

x

x

x

f

¢

=


oleObject629.bin

image1362.wmf
);

0

(

;

3

)

(

2

f

x

tg

x

f

¢

=


oleObject630.bin

oleObject105.bin

image1363.wmf
).

0

(

;

3

)

(

2

cos

2

sin

f

e

e

x

f

x

x

¢

-

=


oleObject631.bin

image1364.wmf
);

4

/

(

;

sin

2

)

(

2

p

-

¢

-

=

f

x

x

f


oleObject632.bin

image1365.wmf
);

3

/

(

;

cos

ln

)

(

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject633.bin

image1366.wmf
);

0

(

;

3

cos

3

2

sin

2

)

(

f

x

x

x

f

¢

+

=


oleObject634.bin

image1367.wmf
);

4

/

(

;

ln

)

(

p

f

tgx

x

f

¢

=


oleObject635.bin

image102.wmf
3

-


image1368.wmf
).

0

(

;

)

(

sin

2

f

e

x

f

x

¢

=

-


oleObject636.bin

image1369.wmf
);

8

/

(

;

2

cos

ln

)

(

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject637.bin

image1370.wmf
);

4

/

(

;

cos

sin

)

(

4

4

p

f

x

x

x

f

¢

+

=


oleObject638.bin

image1371.wmf
);

8

/

(

;

2

cos

ln

)

(

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject639.bin

image1372.wmf
);

8

/

(

;

2

ln

)

(

p

f

x

tg

x

f

¢

=


oleObject640.bin

oleObject106.bin

image1373.wmf
).

4

/

(

;

2

)

(

2

sin

2

cos

p

f

e

e

x

f

x

x

¢

-

=


oleObject641.bin

image1374.wmf
);

24

/

(

;

2

ln

)

(

2

p

f

x

tg

x

f

¢

=


oleObject642.bin

image1375.wmf
);

4

/

(

;

cos

)

(

3

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject643.bin

image1376.wmf
);

4

/

(

;

cos

sin

)

(

4

4

p

f

x

x

x

f

¢

-

=


oleObject644.bin

image1377.wmf
)

2

/

(

;

)

(

cos

sin

p

f

e

e

x

f

x

x

¢

-

=

-

-


oleObject645.bin

image103.wmf
6

7

p


image1378.wmf
).

4

/

(

;

sin

ln

)

(

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject646.bin

image1379.wmf
);

16

/

(

;

4

cos

ln

)

(

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject647.bin

image1380.wmf
);

4

/

(

;

cos

4

)

(

2

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject648.bin

image1381.wmf
);

8

/

(

;

2

sin

4

)

(

5

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject649.bin

image1382.wmf
);

12

/

(

;

3

ln

)

(

p

f

x

tg

x

f

¢

=


oleObject650.bin

oleObject107.bin

image1383.wmf
).

2

/

(

;

)

(

cos

sin

p

f

e

e

x

f

x

x

¢

+

=


oleObject651.bin

image1384.wmf
);

8

/

(

;

sin

ln

)

(

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject652.bin

image1385.wmf
);

6

/

(

;

3

cos

)

(

4

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject653.bin

image1386.wmf
);

12

/

(

;

3

ln

)

(

p

f

x

tg

x

f

¢

=


oleObject654.bin

image1387.wmf
);

0

(

;

4

arcsin

)

(

3

f

e

x

x

f

x

¢

+

=


oleObject655.bin

image104.wmf
4

5

p


image1388.wmf
).

2

/

1

(

;

arccos

5

)

(

f

x

x

f

¢

=


oleObject656.bin

image1389.wmf
);

8

/

(

;

2

cos

ln

)

(

p

-

¢

=

f

x

x

f


oleObject657.bin

image1390.wmf
);

3

/

(

;

6

sin

)

(

4

p

f

x

x

f

¢

=


oleObject658.bin

image1391.wmf
);

12

/

(

;

3

ln

)

(

p

-

¢

=

f

x

ctg

x

f


oleObject659.bin

image1392.wmf
);

4

/

1

(

;

)

(

f

x

arctg

x

f

¢

=


oleObject660.bin

oleObject108.bin

image1393.wmf
).

2

/

1

(

;

1

5

)

(

f

x

arccos

x

f

¢

-

=


oleObject661.bin

image1394.gif




image1395.png
A/x(6x' +2Inz)




image1396.png
AT, v=62" +2Inr,




image1397.png
4/T) (62" +2Inx) + (627 +2Inz) -4z





image1398.png
£l

(62 +2Inz) + (

6.1z 42

1

R




image1399.png
ot 2
_ 26e F2me) | g0 2z o
N z




image1400.png
1227 + 41
L YL

N





oleObject5.bin

image105.wmf
3

4

p


image1401.png
122" +4Inx + 2642 +8 276" +4lnxr +8
/T - /T

N N




image1402.png




image1403.png
u=ctgr,v =4z’ — 2°




image1404.png
(ctgz) (42" — 2%) + (4z" — 2% etgr =




image1405.png
1 7
o (427 = 2%) + (4. 72° + 27 . n2)etgr =
2





image1406.png
+ (282° + 2% In 2)ctga.




image1407.png
)y = (5z + 7)(3z" — 11z +9):2)y = 10x*(2sinx + Heosx)




image1408.png
VWu=5x+7v=3zc" —1lz+9.




image1409.png
(B +7) (32" =11z +9)+ (32" — 11z +9) (5 +





image1410.png
53z — 11l +9)+ (342 — 11) (5 +





oleObject109.bin

image1411.png




image1412.png




image1413.png
-1} _ (- (x4 D-(x-Da+ly _x+l-(x-1 _ 2
x+1) (x+1p (x+ 1P (x+ 17




image1414.png




image1415.png




image1416.png




image1417.png
v(x) # 0,




image1418.png
cis




image1419.png




image1420.png
f'(x)




image106.wmf
2

3

p


image1421.png
flx) = 3222

3x




image1422.png
(3+5x ) _ (3+5x)'(1-3x)— (3+5x)(1—3x)" _

1-3x (1-3x)2

_ (3 +(5x))(1-3x) - (3+5x)(1'~(3x)) _
(1-3x)2

_5(1-3x)-(3+5x)(-3) _ 14

(1-3x)2 (1-3x)%"




image1423.png




image1424.png
24z, @-do) Brd?)-Bot7) @2-do)
3x+7 3z +7)7° -





image1425.png
—12r—28 -6+ 12z 34

3z +7)2 T B+





image1426.png
.= u=3cosz,v=4a’





image1427.png




image1428.png
inx)-4r’ —4.72° 3cosx
16214




image1429.png
—12r"sinz — 84z cosx
16214





image1430.png
—122°(zsinx + Tcosx)  —3(xrsinx + Tcosx)

16214 A4S




oleObject110.bin

image1431.png




image1432.png
— (6x —8)"

(22° + Tr — 5)





image1433.png
(2-30°+7) - (60 —8) —6- (207 +Tx —5) _

r—8)%





image1434.png
_ 362" — 48x% +42x — 56 — 1227 — 422 + 30 _
(62 — 8)%





image1435.png
_ 24" — 48r° — 26
(62 — 8)%




image1436.png




image1437.png
< —8z) Ll*l)*\l*l)





image1438.png




image1439.png
_ (10z-8)





image107.wmf
3

5

p


image1440.png
T0r — 102* —





image1441.png




image1442.png
0
2 2 x

7

x

2:

(1

)
x

08

c

(1

(

)

x

cos

(1

(

)
x

7

T —

(12

(

V2
T
cos

(1

(

y




image1443.png
inx) - (12 — Tx%) _





image1444.png
12 — 12cosx — 28x° + 28z” cosx + 12sinx + Tz sinx

(1— cosz)?




image1445.png




image1446.wmf
x

x

x

x

x

f

-

+

=

3

3

)

(


oleObject662.bin

image1447.png
f)-




oleObject111.bin

image1448.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

)

(

)

(

)

(

)

(

3

3

3

3

3

3

3

3

x

f

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

=

-

+

-

=

-

-

+

-

=

+

-

-

-

=

-

-

-

-

+

-

=

-


oleObject663.bin

image1449.png
(¥ +x) _ xt4x

fex)=

TPtx)  xP-x




oleObject664.bin

image1450.png
[

Na=b
az0
n=234

b =a
b=0

Vo' =a




image1451.png
Vi25=5




image1452.png
5% =125




image108.wmf
4

7

p


image1453.png




image1454.png
3*

8
1




image1455.png
a=b pntl —

a€R




image1456.png




image1457.png
(-2)*




oleObject112.bin

image1458.png




image1459.png
(Va)y =





image1460.png
az0n=234





image1461.png




image1462.png
az0bz=0n=234..




image109.wmf
6

11

p


image1463.png




image1464.png
az0b>0n=234





image1465.png




image1466.png
n=234





image1467.png




oleObject113.bin

image1468.png
n=234





image1469.png




image1470.png
n=234.,p=123.





image1471.png
V2712




image1472.png
V27+12

NESEERS

J3E2i=9x2





image11.wmf
х

у

1

=


image110.wmf
2

1

-


image1473.png
(V)" = V& = VaE =xx20




image1474.png
(V%) = VGO = V5@ = ¥ ey = 1y




image1475.wmf
3

256343

+


oleObject665.bin

image1476.wmf
)21)25)23)32

абвг


oleObject666.bin

image1477.wmf
4

2581

+


oleObject667.bin

oleObject114.bin

image1478.wmf
4

)14)106)8)66

абвг


oleObject668.bin

image1479.wmf
35

4

916125:243

×-


oleObject669.bin

image1480.wmf
121

)3)16)16)16

333

абвг

-


oleObject670.bin

image1481.wmf
3

44827:27

×+


oleObject671.bin

image1482.wmf
)29)173)17)548

абвг


oleObject672.bin

oleObject115.bin

image1483.wmf
(

)

2

33

4

:

aa


oleObject673.bin

image1484.wmf
9

3

8

))0))1

аабваг

-


oleObject674.bin

image1485.wmf
(

)

3

3

27

8

4

а

а


oleObject675.bin

image1486.wmf
5

1917

2

))))

аабавага


oleObject676.bin

image1487.wmf
3

2349

3

1

16

2

abab

×


oleObject677.bin

oleObject116.bin

image1488.wmf
2442612

2

))2)2)8

b

абabвabгab

a


oleObject678.bin

image1489.wmf
55

73

32

aa

×


oleObject679.bin

image1490.wmf
422

)4)16)2)2

аaбaвaгa


oleObject680.bin

image1491.wmf
3

6

44

m


oleObject681.bin

image1492.wmf
1

23

2

)2)2)2)2

аmбmвmгm


oleObject682.bin

oleObject117.bin

image1493.wmf
3

12

729

a


oleObject683.bin

image1494.wmf
2442

)9)3)9)3

аабавага


oleObject684.bin

image1495.wmf
0,0925

×


oleObject685.bin

image1496.wmf
)1,96)4,5)15)1,5

абвг


oleObject686.bin

image1497.wmf
55

243232

--


oleObject687.bin

oleObject118.bin

image1498.wmf
15

)1)7)1)2211

абвг

-


oleObject688.bin

image1499.wmf
33

1017

24

2727

+


oleObject689.bin

image1500.wmf
1

)3)7)1)7

3

абвг


oleObject690.bin

image1501.wmf
3

54328162

×-×


oleObject691.bin

image1502.wmf
)24)12)24)12

абвг

--


oleObject692.bin

image111.wmf
2

1

-


image1503.wmf
6

233

36

82

2

22

ab

×

×


oleObject693.bin

image1504.wmf
1

1

32832

3

2

)))2)

ааbбabваbгab


oleObject694.bin

image1505.wmf
57

725

7

11

bb

b

×


oleObject695.bin

image1506.wmf
3517

32

7175

11

))))

аbбbвbгb


oleObject696.bin

image1507.wmf
8

183

4

:

cc


oleObject697.bin

oleObject119.bin

image1508.wmf
1521

315

832

24

))))

асбсвсгс


oleObject698.bin

image1509.wmf
133

44

28

nn

×


oleObject699.bin

image1510.wmf
24128

)2)2)2)2

аnбnвnгn


oleObject700.bin

image1511.wmf
4

6

bbb

×


oleObject701.bin

image1512.wmf
4

7

6

7

4

))))

аbбbвbгb


oleObject702.bin

oleObject120.bin

image1513.wmf
3

12

381

t

×


oleObject703.bin

image1514.wmf
2432

)3)3)3)9

аtбtвtгt


oleObject704.bin

image1515.wmf
53

4

3227625

×-


oleObject705.bin

image1516.wmf
)0)10)11)1

абвг


oleObject706.bin

image1517.wmf
6

6

7544

3342

×××


oleObject707.bin

oleObject121.bin

image1518.wmf
)24)36)6)43

абвг


oleObject708.bin

image1519.wmf
3

6

49

64

-

æö

ç÷

èø


oleObject709.bin

image1520.wmf
7781

))))1

8877

абвг

--


oleObject710.bin

image1521.wmf
5

203251:289

×-


oleObject711.bin

image1522.wmf
11

)1)37))1

17

абвг

--


oleObject712.bin

oleObject6.bin

oleObject122.bin

image1523.wmf
(

)

3

3

4

4

:

nn


oleObject713.bin

image1524.wmf
1212

1

3169

2

))))

аnбnвnгn

--


oleObject714.bin

image1525.wmf
3

142

6

3

aa

aa

-

×

×


oleObject715.bin

image1526.wmf
19

46

3

3

)))1)

аабавгаа

-

×


oleObject716.bin

image1527.wmf
12

2

33

33

5424

aa

×


oleObject717.bin

oleObject123.bin

image1528.wmf
22

3

33

)6)66)12)126

аабaвага

×


oleObject718.bin

image1529.wmf
(

)

4

8

4

256

n


oleObject719.bin

image1530.wmf
242

)4)16)16)16

аnбnвnгn


oleObject720.bin

image1531.wmf
8

35

4

5

12

8

аb

ab

×

×


oleObject721.bin

image1532.wmf
1111

11

3333

22

))))

аabбabвabгдругой


oleObject722.bin

image112.wmf
2

2


image1533.wmf
ответ


oleObject723.bin

image1534.wmf
2

10

3

yyy

××


oleObject724.bin

image1535.wmf
71

1,27

66

))))

аyбyвyгy


oleObject725.bin

image1536.wmf
355

34312525

××


oleObject726.bin

image1537.wmf
1

)15)175)35)

35

абвг


oleObject727.bin

oleObject124.bin

image1538.wmf
4

3

1

10625

64

-+×


oleObject728.bin

image1539.wmf
1317

)250)49)50)249

8448

абвг


oleObject729.bin

image1540.wmf
3

5

19

727

32

+


oleObject730.bin

image1541.wmf
231311

)3)4)40)4

360322

абвг


oleObject731.bin

image1542.wmf
4

3

70,00816

×-


oleObject732.bin

image113.wmf
2

3


image1543.wmf
)3,4)2,6)3,4)0,6

абвг

--


oleObject733.bin

image1544.wmf
3

12

2108

a

×


oleObject734.bin

image1545.wmf
4444

3

)42)6)8)12

аaбaвагa

×


oleObject735.bin

image1546.wmf
3

6

54

4

4

3

7

nn

n

×


oleObject736.bin

image1547.wmf
2

15

3

24

))))

аnбnвnгn


oleObject737.bin

oleObject125.bin

image1548.wmf
25

10

36

:

yyyy

××


oleObject738.bin

image1549.wmf
1174

63103

))))

аyбyвyгy


oleObject739.bin

image1550.wmf
3

4

4

4827

mm

×


oleObject740.bin

image1551.wmf
)23)6)23)8

аmбmвmгm


oleObject741.bin

image1552.wmf
(

)

(

)

(

)

2

3

2

9

3

2

3

b

bb

-

×


oleObject742.bin

oleObject126.bin

image1553.wmf
2

1

13

3

2

))))

аbбbвbгb

-

-


oleObject743.bin

image1554.wmf
5

23

2

aa

×


oleObject744.bin

image1555.wmf
5555

135135

)10)32)32)10

аaбaвaгa


oleObject745.bin

image1556.wmf
n

m

a


oleObject746.bin

image1557.wmf
2

1

1

2

2

1

2

1

1

9

1

5

3

64

49

1

7

-

-

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×


oleObject747.bin

image114.wmf
3


image1558.png




image1559.wmf
=

-

×

-

×

=

-

×

-

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

-

-

-

-

3

5

1

9

1

8

1

7

7

1

9

5

1

9

1

64

1

49

7

1

9

5

1

3

1

64

1

49

7

1

9

1

5

3

64

49

1

7

2

1

2

2

1

2

1

2

1

1

2

2

1

2

1

1


oleObject748.bin

image1560.wmf
1008

355

14

5

72

71

5

14

72

71

5

14

72

1

72

72

5

4

2

72

1

1

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

-

=

-

-

==


oleObject749.bin

image1561.wmf
5

,

0

25

,

0

1

2

1

3

2

2

64

2

25

8

×

-

×

-

-

-


oleObject750.bin

image1562.wmf
(

)

(

)

.

80

9

4

20

9

4

2

1

20

1

2

2

1

5

1

2

1

2

2

2

1

25

1

2

2

2

2

1

25

1

2

2

64

2

25

8

2

2

5

,

0

5

,

1

2

5

,

0

25

,

0

6

2

1

3

5

,

0

25

,

0

1

2

1

3

2

3

2

-

=

-

=

=

-

=

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

×

-

×

=

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

×

-

×

-

-

-

-

-


oleObject751.bin

image1563.wmf
3

2

2

-

×


oleObject127.bin

oleObject752.bin

image1564.wmf
(

)

3

27

3

2

3

2

×

-


oleObject753.bin

image1565.wmf
6

1

3

1

-

×

b

b


oleObject754.bin

image1566.wmf
5

5

2

×

-


oleObject755.bin

image1567.wmf
(

)

3

2

4

2

2

16

2

×

-


oleObject756.bin

image1568.wmf
4

3

2

1

a

a

-


oleObject128.bin

oleObject757.bin

image1569.wmf
2

4

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ


oleObject758.bin

image1570.wmf
1

81

1

,

0

27

3

4

3

-

+

-


oleObject759.bin

image1571.wmf
2

1

4

3

х

х

-


oleObject760.bin

image1572.wmf
(

)

8

5

-


oleObject761.bin

image1573.wmf
3

2

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ


image12.png




image115.wmf
3

3

-


oleObject762.bin

image1574.wmf
2

5

4

4

3

у

у

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-


oleObject763.bin

image1575.wmf
3

1

8

5

×


oleObject764.bin

image1576.wmf
(

)

12

3

5

-


oleObject765.bin

image1577.wmf
6

1

2

1

3

2

с

с

с


oleObject766.bin

image1578.wmf
2

36

2

1

×


oleObject129.bin

oleObject767.bin

image1579.wmf
4

4

4

324


oleObject768.bin

image1580.wmf
3

2

3

3

1

х

х

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


oleObject769.bin

image1581.wmf
2

1

16

-


oleObject770.bin

image1582.wmf
5

3

4

1

027

,

0

2

,

0

16

5

+

-

-


oleObject771.bin

image1583.wmf
а

а

2

7


image116.wmf
3


oleObject772.bin

image1584.wmf
3

1

27

-


oleObject773.bin

image1585.wmf
5

00001

,

0

32

×


oleObject774.bin

image1586.wmf
3

3

5

у

у

×


oleObject775.bin

image1587.wmf
4

16

0001

,

0

×


oleObject776.bin

image1588.wmf
4

4

3

243


oleObject130.bin

oleObject777.bin

image1589.wmf
6

6

3

:

2

b

аb

а

-


oleObject778.bin

image1590.gif
Fixi= sz




image1591.gif




image1592.gif
i x




image1593.gif




image1594.gif




image1595.gif
fx)=a




image1596.gif
Jr-10+3-x=2




oleObject131.bin

image1597.gif




image1598.gif




image1599.gif
NSRS





image1600.gif




image1601.gif
{

x+320
s
x+820




image1602.gif
xe[-3e)




image1603.gif




image1604.gif
FEH=5~223




image1605.gif




image1606.gif
J(x) = wlx)




image117.wmf
3

3

-


image1607.gif




image1608.gif
= A




image1609.gif
fla) = la)




image1610.gif
Fra) = Fa)




image1611.gif
n=2k+1




image1612.gif
2k




image1613.gif




image1614.gif




image1615.gif
#x)20




image1616.gif




oleObject132.bin

image1617.gif




image1618.gif
fxzo0




image1619.gif




image1620.gif




image1621.gif




image1622.gif
6-dx-x' =x+4
x+420




image1623.gif
{

2 +6x+5=0
x2-4




image1624.gif




image1625.gif




image1626.gif




oleObject133.bin

image1627.gif




image1628.gif
{

T+ —24 =5 - 2x+1

x-120

2

*WP-2d-x+2) =0

x21




image1629.gif




image1630.gif
2x% +3x+ 4227 +32+9 =33 xe R




image1631.gif
y=A20 +32+9,y20,





image1632.gif
Y +y-42=0




image1633.gif




image1634.gif
“T¢[0e)




image1635.gif
P +3x+9





image1636.gif




image118.wmf
2

2


image1637.gif




image1638.gif
(34,5




image1639.gif
250+ @x+Dafxt - x+1

1LxeR




image1640.gif
BB mxtl+ P —xtle xR —xt1-2





image1641.gif
(x4 —x+ )} +x4lxl—x+1-2=0,




image1642.gif
y=x+ld - x+1




image1643.gif
yy-




image1644.gif




image1645.gif




image1646.gif
A-xtl=1-2x+2 =0
N2 -x+1=1 1-x20 x<1
=, S S
JFrra-2 | #-x+l=1+4x+4 " |x=-0,6

-x-220 <=2

x+
x=0.
x+




oleObject134.bin

image1647.gif




image1648.gif
F @) =0




image1649.gif




image1650.gif
(x+3r-1=3fx" -1




image1651.gif




image1652.gif
Vr-1(x+3-3x+1





image1653.gif




image1654.gif
2 -3x=0 [x=0x=3

- slogn-2rexioa| x21 o 1 efF

0
x+3-3x+1)=0 o

x=1 x=1




image1655.gif
(13




image1656.gif
P —1+37 —3x-2-J2xi + 2z 43 -2 —z+2 =0




oleObject7.bin

image119.wmf
0

180

p


image1657.gif
(-2x-4).




image1658.gif
,a20,620,a+5>0




image1659.gif
—2x-4 —2x-4

o
2 1 +:f2xi +22+43 R -z+2+:fxi-3x-2





image1660.gif
1 1
(2x+4)(- +.
o 1+ 2xi +2243 R -z+2+fxi-3x-2

)=0





image1661.gif




image1662.gif




image1663.gif
1 1

o
2 1 +:f2xi +22+43 R -z+2+:fxi-3x-2





image1664.gif




image1665.gif




image1666.gif
Jrt3-adz-T+fx+8-64a-1=1




oleObject135.bin

image1667.gif
Vi-1-adz-1+4 +4x-1-64x-1+





image1668.gif
NrT-2f+ a1~





image1669.gif




image1670.gif
p-2+ly-3




image1671.gif
y<2,28y<3,y23




image1672.gif




image1673.gif




image1674.gif
2¢0x-143




image1675.gif




image1676.gif
S5<x <10,




image120.wmf
.

5

180

36

0

0

p

p

=


image1677.wmf
1

2

1

5

2

2

2

-

-

=

+

-

х

х

х

х


oleObject779.bin

image1678.wmf
1

6

2

4

2

2

2

-

-

=

-

-

х

х

х

х


oleObject780.bin

image1679.wmf
2

3

8

+

=

-

х

х


oleObject781.bin

image1680.wmf
1

2

8

+

=

-

х

х


oleObject782.bin

image1681.wmf
4

6

4

2

+

=

-

-

х

х

х


oleObject783.bin

oleObject136.bin

image1682.wmf
6

6

8

2

+

=

-

-

х

х

х


oleObject784.bin

image1683.wmf
1

6

4

+

=

+

х

х


oleObject785.bin

image1684.wmf
2

5

2

+

=

+

х

х


oleObject786.bin

image1685.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

-

-

2

3

2

4

1

2

2

3

у

х

х

у


oleObject787.bin

image1686.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

2

5

2

3

3

2

3

2

у

х

у

х


oleObject788.bin

image121.wmf
5

2

p


image1687.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

=

-

+

2

2

2

1

1

у

у

х

у

х


oleObject789.bin

image1688.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

=

+

+

6

7

2

2

2

1

3

у

у

х

у

х


oleObject790.bin

image1689.png
n

A\




image1690.png




image1691.png




image1692.png




image1693.png




image1694.png




oleObject137.bin

image1695.png
125




image1696.png




image1697.png
5 =125




image1698.png




image1699.png




image1700.png
(-5)> =-125




image1701.png
128




image1702.png
(-2Y =-128




image1703.png
0'=0




image1704.png




image122.wmf
p

0

180


image1705.png




image1706.png
195 =5, Y-198 =—2. Y0 =0




image1707.png




image1708.png
(Yo92) =92, (Y123) =123, (Y=123) =-123.




image1709.png




image1710.png
A\




image1711.png
Il




image1712.png




image1713.png




image1714.png
(-3)*=81




oleObject138.bin

image1715.png




image1716.png
(-2)° =64




image1717.png




image1718.png
Y81 =3, Y64 =2.




image1719.png




image1720.png




image1721.png




image1722.png
In




image1723.png




image1724.png




image123.wmf
.

72

5

360

180

5

2

0

0

0

=

=

×

p

p


image1725.png




image1726.png




image1727.png




image1728.png




image1729.png




image1730.png




image1731.png




image1732.png




image1733.png
Y-81 u §-64.




image1734.png




oleObject139.bin

image1735.png




image1736.png




image1737.png




image1738.png
Y24 + 37




image1739.png
R2

494 1

PRZ3
=37




image1740.png




image1741.png




image1742.png




image1743.png
m=>2neN)




image1744.png




image13.wmf
х

а

у

=


image124.wmf
6

p


image1745.png




image1746.png




image1747.png




image1748.png




image1749.png
25=32




image1750.png
4-it




image1751.png
81




image1752.png




image1753.png




image1754.png
34=81




oleObject140.bin

image1755.png
(-3)'=81




image1756.png




image1757.png




image1758.png




image1759.png




image1760.png
a<0




image1761.png
n-ou




image1762.png
afa=>0)




image1763.png




image1764.png




image125.wmf
).

1590

cos(

3

)

855

(

4

2010

sin

0

0

0

-

+

+

-

+

tg


image1765.png




image1766.png




image1767.png




image1768.png




image1769.png




image1770.png




image1771.png
aeR




image1772.png




image1773.png
(Va)": a




image1774.png




oleObject141.bin

image1775.png




image1776.png




image1777.png
a>b>0




image1778.png




image1779.png
7> 8> 45




image1780.png




image1781.png




image1782.png




image1783.png




image1784.png
=216 , x=+2





image126.wmf
5

3

p


image1785.png




image1786.png




image1787.png




image1788.png
=




image1789.png
07 64=327 Y6a=3-4-12




image1790.png




image1791.png
b>0




image1792.png
e Na
p

b




image1793.png
5N

ey
3

=
Y




image1794.png
n, k




oleObject142.bin

image1795.png




image1796.png
(Va y="Nat




image1797.png




image1798.png




image1799.png




image1800.png




image1801.png
=




image1802.png




image1803.png
(W yr = ((AWNa Y= da y=a




image1804.png




image127.wmf
.

6

23

3

4

15

2

3

22

cos

6

4

5

sin

2

p

p

p

p

ctg

tg

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


image1805.png
Wz =2




image1806.png




image1807.png




image1808.png
o = g




image1809.png




image1810.png
=2




image1811.png
5432




image1812.png
V54 -332=54-32=327-2-32=27- V64 =3 -4 =12




image1813.png
a) 5a=30272=07-2=32
b) z\/aSbﬁzz\/alh[’aZ = Ve Va2 :abzi/az
©) V182t = V16 -3 - a*- @ = 16 - Va* - \3a2= 2la| N3





image1814.png
Y2 =-2;




oleObject143.bin

image1815.png
E=




image1816.png




image1817.png




image1818.png
2<0




image1819.png
Joyt =2




image1820.png
Y2t =2.




image1821.png




image1822.png




image1823.png
(-2)"




image1824.png
J(-2) =-2




image128.wmf
36

5

p


image1825.png
6)x'=5




image1826.png




image1827.png




image1828.png




image1829.png




image1830.png




image1831.png




image1832.png
a) Y7; 6) +45.




image1833.png




image1834.png




oleObject144.bin

image1835.png
a) (¥x)=x

6) (¥x)°=x.




image1836.png
x =0




image1837.png




image1838.png




image1839.png




image1840.png
a) [0; +00); 6) R.




image1841.png




image1842.png




image1843.png
2-63t-64=0.




image1844.png




oleObject8.bin

image129.wmf
(

)

).

420

(

cos

3

)

405

(

4

390

sin

0

2

0

0

-

+

+

-

+

-

tg


image1845.png
=64 nm x°




image1846.png




image1847.png




image1848.png




image1849.png




image1850.png




image1851.png




image1852.png




image1853.png




image1854.png




oleObject145.bin

image1855.png




image1856.png




image1857.png
A6 JS1s




image1858.png
A

fooe




image1859.png




image1860.png




image1861.png




image1862.png




image1863.png




image1864.png




image130.wmf
4

3

p


image1865.png




image1866.png




image1867.png
0581




image1868.png




image1869.png




image1870.png
i




image1871.png




image1872.png




image1873.png




image1874.png




oleObject146.bin

image1875.png




image1876.png




image1877.png
L 9
— =27 512 = 2°
2




image1878.png
(273" =2°




image1879.png
275 — 99




image1880.png
Y+ or





image1881.png




image1882.png
2
3
32




image131.wmf
).

1845

cos(

2

3

)

765

(

1500

sin

0

0

0

+

+

-

+

tg


image1883.png
oh-19




image1884.png




image1885.png




image1886.png
a5 = 1
3




image1887.png




image1888.png
gltx




image1889.png




image1890.png




image1891.png
g’-lr _ g1




image1892.png
40,4100




oleObject147.bin

image1893.png
234 128




image1894.png




image1895.png




image1896.png




image1897.png
817 —




image1898.png




image1899.png
2=9Hx





image1900.png




image1901.png




image1902.png




image132.wmf
3

p


image1903.png
2,45




image1904.jpeg
§ 15. A10. Mpocreiine nokasarejbHble ypaBHeHUS

Bapuant Nel

. Pemre ypasHenue: 2°~% = 16.

1) -1 2)1 37 4) -7
. Pewmnre ypasrenne: V17542 = 17,

1) 2 2)0 3) -1 4) HeT KopHe#
. YKa)KHTe NPOMEXXYTOK, CONePXKaLLMA KOPEHb yPaBHEHHA (0,125)’“’} =16.

1) (9; 11) 2) (9; 10) 3) (3; 5] 4) [0; 3]

(2) = (4)

. Pewnre ypaHenne: (5) = (§) s

1) 0; 2 22 . 3) -2 40
. YKa)KuTe IPOMEXYTOK, CONlepXKaLHH KOPeHb ypasHenus 750 = 6 - 51+2%,

1) (-2;2) 2) [2; 3] 3) (—00; 0) - 4) (5; 6]

. YKa)KHTe IPOMEXYTOK, COAePXKaLUHi Bce KODHH ypaBHEeHHs! 3+"-32 = g1,
1) (—o0; —1) 2) [-1; 5) 3) [5:7) 4) (9 11)




image1905.jpeg
7. Peuute ypaBHeHue: 574 = 1,

1) 0; 4 2)0 3)4 4) 0; —4
8. )’;xaxan-e TIPOMEINKYTOK, COAEPXKALHH OTPHUATE/LHBIA KOPEHb YPaBHEHHs
VE S

1) (=251  2) (-0 =7} 3)(-T;-3]  4) (-3 -26)




image1906.jpeg
Bapuant Ne2

1. Pewmnre ypasrenne: 34~% = 27.
1)1 2)4 3) -1 80

2. Pewnte ypaBHexHe: (ﬁg)’ = ¥5.

1 1 2 _2

-3 23 3 4 9
3. YkauTe NDOMEXYTOK, CONEPHKAIIMA KOpeHb ypaBHeHHs 427 - 45 = 4732,

1) (—o0; —1) 2) (-0,8; 2] 3) (2 3,5) 4) [410)
4. Peure ypaBHeHHe: ( ) (9) v

1) -2 2) 2 3) % 490

4 1

5. YkaxuTe NPOMEXYTOK, CONEPXKALIHH KOPEHb YPaBHEHHS 3% =35

1) [-3,5; 0) 2) [0; 2) 3) [3,5; 4,5 4) (5 8)
6. YKaXHTe NPOMENYTOK, CONepXalMA BCe KOPHH YPaBHeHHs /5~ g

1) (-1; 1) 2) (—o0; —2) 3) [-2 2] 4y [3; 5]
7. Pewmre ypapHenue: 7% —6% = 1.

1) 0; 6 2)0 3) 6 4) -6
8. yﬂxamm‘e TNIPOMEXKYTOK, COMICPXKALLHH OTPHLATE/IbHBIA KOPEHDb YDaBHEHHs!
\/g.: —21 - ‘/glﬁz.

1) (~o0; —6) 2) [-4 -2 3) (-2 0) 4) [-6; -4




image1907.png
af1® > qf2n




image1908.png
a=0




image1909.png
a*1




image1910.png
f1(x) > f2(x)




image1911.png
a>1,




image1912.png
f1(x) < f2




oleObject148.bin

image1913.png
<x<1




image1914.png
af™ =




image1915.png
a>0




image1916.png
a1




image1917.png
>0




image1918.png
>log, b




image1919.png
a>1




image1920.png
< loggb




image1921.png
<a<l




image1922.png
53+t
= 577F




image133.wmf
.

6

23

3

4

9

2

3

11

cos

6

4

3

sin

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

p

p

p

ctg

tg


image1923.png
>1,




image1924.png




image1925.png
531> 577 =3-x+1>7-x94-x>69x>15




image1926.png
(1,5; +o)




image1927.png
(0,3)**<7.




image1928.png
a'°%a? = b, a>0,a# 1,b>0)




image1929.png
0,3'°8s7




image1930.png
1 1
(03)* <7 (0,3)* < (03)'%27 ©2-x 2 logy, 7 ©x = 3 logs 7 ©x 2 logy; 72 ©




image1931.png
= logy s V7




image1932.png
(0,3)°




oleObject149.bin

image1933.png
[logos V7;+).




image1934.png
2+
<
—o.




image1935.png
2+
>
0




image1936.png




image1937.png
{0}




image1938.png




image1939.png




image1940.png




image1941.png




image1942.png
ox’-9z0=(x-3)-(x+3) <




image14.wmf
х

у

6

=


image134.wmf
4

5

p


image1943.png




image1944.png
[-3;3]




image1945.png
0,57 < 0,0625.




image1946.png
#0




image1947.png
0,5




image1948.png




image1949.png
0,5°




image1950.png
<05<1)




image1951.png




image1952.png




oleObject150.bin

image1953.png
2% > 22




image1954.png




image1955.png




image1956.png




image1957.png
W




image1958.png




image1959.png
03]




image1960.png
2% .55 < 1073 (103"





image1961.png
€ER




image1962.png
2¥ .55 <1072 (10°7%)? & (2-5)F <1073 105°% & 10F <1073 (E M o 10° < 10%=




image135.wmf
).

1590

sin(

3

)

855

(

2160

cos

0

0

0

-

+

+

+

сtg


image1963.png
ox*<3-2xox’+2x-3<0o(x+3)-(x-1)<0e-3<x<1L




image1964.png
(-3;1)




image1965.png
¥ <2-3°+27-x— 54





image1966.png
31 =2-3"427 .x-54%




image1967.png
3%—-2-3"-27-x+54<0(x-3*-2-39) - (27-x-54) = 0= 3*- (x—2) —27 -

[x*ZSD, x<2 x<2, x<2,
x_ 3*—2720 3X>27 =30 x23
G-2<0=G-2-@ 27)5“[;(—220,@ xz2 x22 x>2,

F-27<0 3"<27 < 33 x£3

=2<x<3




image1968.png
[2;3]




image1969.png
2%+ 2.5 > 5% 42772





image1970.png




image1971.png
.25
+2-57%
—5%—
27 =0
e (3.2
—27)




image1972.png
2.5 2 -5
5)>0=277-(3-2°
=28 —1)




oleObject151.bin

image1973.png
5%.(2-5%)>022"%.23+4577%.(-23)>0223- (2" -5"%) > 02" -5 >

022772 >5 2o





image1974.png
(—0;2)




image1975.png




image1976.png
=0




image1977.png
16°+4"—2>0




image1978.png
16"+4 —2>0= ()" +4 -2>0= ()" +4" -2 >0.




image1979.png
VxER




image1980.png




image1981.png
t > 0,Toraa




image1982.png
Gz e
2+t—2>0e (t+2)-(t—1)>0e

t—1>0 t>1
[z+2<n,@ <2
t—1<0

t<1




image136.wmf
18

3

p


image1983.png
¥>1eo04 >4 x>0




image1984.png
2) ¥ < -2




image1985.png
4= 0




image1986.png
VX €R




image1987.png




image1988.png
(97— 3) <z +3

=




image1989.png
(9" — 3")<3“+3’”’@4 (3”‘—3")<?rn




image1990.png
Feos (F)-3) < 4sTe




image1991.png
4 (397





image1992.png




oleObject152.bin

image1993.png
7 —4r 30t 45 t7—7eT 45 1287 +5e7 45

<ot

(- <E43rat

DD o, 6D (oztoszus) N

0 0.




image1994.png
4t +5t+15




image1995.png
4?2 +5t+15 = (207 +2-2t- 2+ (D)~ ) +15




image1996.png
H_=E = 32 Z
(2t+)-L+15=(2t+ )7 +13




image1997.png
4t +5t+15 >0




image1998.png
> 0.




image1999.png
3)-(4¢” +5¢ +15)




image2000.png
-3>0et>3




image2001.png




image2002.png
>33 >3 ex>1




image137.wmf
).

420

cos(

3

)

405

(

2

1

2190

sin

0

0

2

0

-

+

+

-

+

tg


image2003.png




image2004.png




image2005.png
a** b+ C- ™





image2006.png
rae kn € N, m=k+n




image2007.png
a’

wmHa b™




image2008.png
-16"+2-81" —5-36" < 0




image2009.png
16" +2-81"—5-36"< 0347 —5.4%.9"+2.9% <0




image2010.png
9%, 9% £0, 9% >0 01z VxER




image2011.png
(&) -5 +2<0




image2012.png




oleObject153.bin

image2013.png
>0, mozda




image2014.png
P =5.t+2<023- (-1 (- <0=i<t<1




image2015.png
l<Brc<iodr<@r<dol>x>ooocxcl




image2016.png




image2017.png
*—49.3">0





image2018.png
57 =77

7493 >029.7>49 . Fellriailsie

“>1@()”>()“@x—

2>0ex>2




image2019.png




image2020.png
3> 11—





image2021.png




image2022.png




image138.wmf
12

7

p


image2023.png




image2024.png
Mynan FeomeTpus

[8) 0ain_Peacxrop Bua Mocrposrvmn Mpsoipasoparysn_Vieperw_Tpadyacn Orwo_Crpaora

3|

IEAEINN(C)





image2025.png
-00;2) u (2;+00)




image2026.png
€ (—0;2)




image2027.png
<g(x) , ecm x€ (2;+m)




image2028.png
> g(x).




image2029.png
3> 11—





image2030.png
@< -





image2031.png
6]




image2032.png




oleObject154.bin

image2033.png
R,x # 0.




image2034.png




image2035.png
Gl




image2036.png




image2037.png




image2038.png




image2039.png




image2040.png
Mynan FeomeTpus

[8) 0ain_Peaoxrop Bua Mocrposrvmn Mpsotipasoparsss_Vieperw_Tpadyacn Oro_Crpaora

.
o
x

IEAEINN(C)





image2041.png




image2042.png
€ (—o0; —1)




oleObject9.bin

image139.wmf
.

3

13

2

3

4

15

2

3

22

cos

6

4

7

sin

2

2

p

p

p

p

ctg

tg

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


image2043.png
>g(x) , ecm x€ (—1;0)




image2044.png
<g(x), ecmx€ (0;+0), 7o f(x) > g(x). Mpuznavemmx= -1 f(x)=g(x) .




image2045.png




image2046.png
[—-1;0).




image2047.png
[-1;0).




image2048.png
571> 25




image2049.png
2" .3 = 36" - Ve




image2050.png




image2051.png
9 —4-3"+3<0




image2052.png
a™ +B-a**-b™ +C-b™




oleObject155.bin

image2053.png
EN, k+m=





image2054.png
—13-6"+9°-9<0





image2055.png
2
2 <=
X




image2056.png




image2057.png




image2058.png
1
=25+ 21 <5
S 2+




image2059.png
2% —5.-4" = —4




image2060.png
25%%05 7
S10% 42 <0




image2061.png
3
3 <=
X




image2062.wmf
33

4977

хх

+

×<


image140.wmf
5

9

p


oleObject791.bin

image2063.wmf
4

0,220,4

х

-

×³


oleObject792.bin

image2064.wmf
37

1

0,04

5

х

-

æö

>

ç÷

èø


oleObject793.bin

image2065.wmf
132

78

87

хх

--

æöæö

³

ç÷ç÷

èøèø


oleObject794.bin

image2066.wmf
23

2

21

5

х

+

æö

->-

ç÷

èø


oleObject795.bin

image2067.wmf
53

310

х

-

-³


oleObject156.bin

oleObject796.bin

image2068.wmf
1

50,2

х

-

>


oleObject797.bin

image2069.wmf
2

0,25

х

-

>


oleObject798.bin

image2070.wmf
2

1

4

2

х

+

æö

³

ç÷

èø


oleObject799.bin

image2071.wmf
315

1,251

х

-

£


oleObject800.bin

image2072.wmf
23

25550

хх

+

×->


image141.wmf
).

1590

(

cos

2

3

)

750

(

3

405

cos

0

2

0

0

-

+

+

+

tg


oleObject801.bin

image2073.wmf
12

445

хх

++

+£


oleObject802.bin

image2074.wmf
125

5

2

4

³

+

x


oleObject803.bin

image2075.wmf
3

8

3

)

9

25

(

)

3

5

(

-

-

<

x

x


oleObject804.bin

image2076.wmf
32

)

2

1

(

6

2

£

-

x


oleObject805.bin

image2077.wmf
125

)

5

1

(

3

2

£

-

x


oleObject157.bin

oleObject806.bin

image2078.wmf
27

3

2

3

>

+

x


oleObject807.bin

image2079.wmf
81

1

3

1

1

2

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x


oleObject808.bin

image2080.wmf
4

5

5

1

2

+

>

+

x

x


oleObject809.bin

image2081.wmf
15

2

2

2

2

>

-

-

+

x

x


oleObject810.bin

image2082.wmf
3

2

1

2

1

125

25

-

+

<

x


oleObject811.bin

image2083.wmf
2

1

2

3

1

81

1

27

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

x


oleObject812.bin

image2084.wmf
5

2

1

2

1

2

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x


oleObject813.bin

image2085.wmf
26

5

1

5

1

1

1

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

x

x


oleObject814.bin

image2086.gif




image2087.gif
log, 3




image2088.gif




image142.png




image2089.gif
log, 16




image2090.gif
log, 48




image2091.gif
log, 48




image2092.gif




image2093.gif
7%




image2094.gif




image2095.gif




image2096.gif
{0}




image2097.gif




image2098.gif
gx¥1




image2099.gif




image2100.gif
2% . 3%
. 5% — 0%
0% =0




image2101.gif
2% . 3%. 5%
3. 55— 60" =




image2102.gif




image2103.gif




image2104.gif




image2105.gif
(x—2)




image2106.gif




image2107.gif




image2108.gif
.

2 = g




image143.png




image2109.gif




image2110.gif




image2111.gif
{2;3}




image2112.gif
5% —7"+5%.35+7-35=0




image2113.gif




image2114.gif
-35




image2115.gif
(C

35

7%
- 35





image2116.gif
53 — 75
77)-35-(5%-7")=0e




image2117.gif
5% — 7%) . (1-35) =0 & (5% —7%) . (=34) = 0= 5% — 7% =0 = (5} =T = L =

=
20 10 10 _
le () =1e ()= =x=0




image2118.gif




image15.png




image2119.gif
A-a® +B-a’¥ +Cc=0




image2120.gif
af™ =1t




image2121.gif




image2122.gif




image2123.gif




image2124.gif




image2125.gif




image2126.gif




image2127.gif




image2128.gif




image2129.gif




image2130.gif
5573 —2.572 =3,





image2131.gif
§&=3 _2.5%2 =
552 = 3o 5L x5
5 —-2-5?%=3&




image2132.gif
-(5%7%)*
)P—-2-57%—





image2133.gif
5% =
tt>0




image2134.gif




image2135.gif




image2136.gif




image2137.gif
> 0.




image2138.gif
SE=1e5 T =5"ex-2=0=x





image144.png
MonoxutenbHoe
HanpasneHue

OTtpuuatensHoe
HanpasneHue





image2139.gif




image2140.gif




image2141.gif




image2142.gif




image2143.gif
5-37-2"

=





image2144.gif




image2145.gif




image2146.gif




image2147.gif
> 0.




image2148.gif




image2149.gif




image2150.gif




image2151.gif
{—1;0}




image2152.gif




image2153.gif
(2-3%)*




image2154.gif
- (3%)*




image2155.gif
2%




image2156.gif
=




image2157.gif




image2158.gif




image145.png
)T




image2159.gif




image2160.gif




image2161.gif




image2162.gif




image2163.gif
A-a™ +B-b" +C




image2164.gif




image2165.gif




image2166.gif
b™*




image2167.gif




image2168.gif
2+y3) +(2-3)





image2169.gif
2+3) +(2-y3) =4





image2170.gif
2++3)-(2-v3)





image2171.gif
=(2+V3)*, Torma (2"/5’:%




image2172.gif
t

>0




image2173.gif
41 =243
2-43

4@:2—4”1:0@[‘
t




image2174.gif
t =0




image2175.gif
2+V3) =243
(2+V3)¥=2-3




image2176.gif
@+V3) = (2+V3)" x=1 x
@+V3r =5z [(2+f’*(2+¢§>*"ﬁ'[k





image2177.gif
{1;,-1}




image2178.gif
7"
=




image146.png




image2179.gif




image2180.gif




image2181.gif




image2182.gif
=@ e s =3




image2183.gif




image2184.gif
5%+ 7% = 12%




image2185.gif
@+ @





image2186.gif
<1




image2187.gif
5 7
() + (=1




image2188.gif
X>=1,




image2189.gif
5 7
() + G <1




image2190.gif
5¥ 4 7% = 12°%




image2191.gif
2* +3

5*




image2192.gif
G +(3)F=1




image2193.gif




image2194.gif
GO +3F>1,




image2195.gif
>1




image2196.gif
G +(3)F<1




image2197.wmf
х

х

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

4

1

3

1


oleObject815.bin

image2198.wmf
2

3

3

27

2

)

1

(

2

=

-

×

+

+

х

х


oleObject816.bin

image2199.wmf
.

3

4

2

3

)

2

2

1

2

1

2

2

1

+

-

-

-

=

=

-

х

х

х

х


oleObject817.bin

image2200.wmf
108

3

3

1

=

+

+

х

х


oleObject818.bin

image2201.wmf
3

1

2

1

5

3

16

5

3

7

+

+

+

+

-

×

=

-

×

х

х

х

х


oleObject819.bin

image2202.wmf
3

2

3

7

5

-

-

=

х

х


oleObject820.bin

image147.png




image2203.wmf
4

5

5

1

2

+

=

+

х

х


oleObject821.bin

image2204.wmf
х

1

,

0


oleObject822.bin

image2205.wmf
1

2

1

2

27

9

-

-

=

х

х


oleObject823.bin

image2206.wmf
0

1

2

17

4

4

2

=

+

×

-

-

-

х

х


oleObject824.bin

image2207.wmf
3

7

7

3

3

7

7

3

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

х

х


oleObject825.bin

oleObject10.bin

image2208.wmf
.

1

5

,

0

3

=

-

х


oleObject826.bin

image2209.wmf
832

,

5

8

,

1

11

5

2

=

-

-

х

х


oleObject827.bin

oleObject828.bin

image2210.png
{3*—4!‘:65
3% —2¥ =35




image2211.png
3% =u, 2¥=v,




image2212.png




image2213.png
{u+v=13,

u-v=>5,




image2214.png




image148.png




image2215.png




image2216.png




image2217.png
(2;4).




image2218.png




image2219.png
@
(2)




image2220.png




image2221.png




image2222.png
t1

1, ty





image2223.png




image2224.png
x

y+4.




image2225.png
(3)




image2226.png




image2227.png
11y%2 -8y —19=0,




image2228.png
y1 =

-1, y2 =

-
©

o

=




image2229.png




image2230.png
3%4Y = 1728,
2%9Y = 5832.




image2231.png
(4)




image2232.png
1728 = 64 - 27 =2°37,




image2233.png
5832 =729 .8 = 272.23 —36.23,




image2234.png
{ 3%92y — 9633
2732 — 3623,




image2235.png




image2236.png
{x+2y=9,





image2237.png
(3; 3).




image2238.png
457V =154+ 9%1,
8V 21 .2%7Y = 27 _ 7. 3%tV




image2239.png
2%y
u, 3%y





image2240.png
{u2 =15+ 0%,
u® — 0% =21(u - v).




image2241.png
(5)




image2242.png
{u2-v2=15,
u? + uv +v? = 21.




image2243.png
(6)

(]




image2244.png




image2245.png




image2246.png
of oo




image2247.png
t2




image2248.png
u=>0, v=>0.




image2249.png




image2250.png




image2251.png




image2252.png




image2253.png




image2254.png




image149.png




image2255.png




image2256.png
(1;-1).




image2257.png
{ Bx+y) =9,
(324)77 = 18x% + 12xy + 22,




image2258.png
@)
9




image2259.png




image2260.png
18x2 + 12xy + 2y2 = 2(3x + y)?,




image2261.png
324 = 2%7Y(3x + y)2 V),




image2262.png
(10)




image2263.png
324 =2"Y.81,




image2264.png
22 = 2%,




image2265.png




image2266.png
(11)




image2267.png
(Bx +y)?





image2268.png




image2269.png
(12)
(13)




image2270.png
INE




image2271.png




image2272.png




image2273.png
{3*’—2 6%-2Y+6-12Y =0
2-3V+4.6Y.2% - 12" =





image2274.png
(14)




image150.png




image2275.png
{3*(1 —2.2%) = _6.12¢
2.3Y(1+2.2%) = 12%,




image2276.png
(15)




image2277.png
2.3%Y(1 — 4. 4%ty = 6 .37V . 4¥ Y




image2278.png
2371 - 4¥ Yy = 0.




image2279.png
(16)




image2280.png




image2281.png
x+ty




image2282.png




image2283.png
36 =6,




image2284.png
o=




image2285.png




image2286.png
™

rof =
i




image2287.gif
3 y-2
73 -

x42 | y+l

21
82.




image2288.gif
{F+g” =75,
o
311 +g" =97




image2289.gif




image2290.png




image2291.gif
43)(—17

= 64




image2292.gif




image2293.gif
5X+1
+57" =
=130




image2294.gif
9" -7-3"-18=0




image151.png




image2295.gif
20 X°+3x—4 — 1




image2296.gif




image2297.gif
34X—7
< 2 7 X+3




image2298.gif
6x +x—4 <
< 36




image2299.gif
2X+1
4 2X+2
> 96




image2300.gif




image2301.gif
35X-I-12 — 8]_




image2302.gif




image2303.gif
2X+3
o 2X—1 _
= 60




image2304.gif
4 —-17-2"+16=0




image16.wmf
х

у

2

=


image2305.gif
82x2—7x—4 — 1




image2306.gif




image2307.gif
45X—1
> ]_6 2X+8




image2308.gif
7X2—2X—7 2 7




image2309.gif
3X+1
+ 3X+3
<270




image2310.gif




image2311.gif
6231 _
=216




image2312.gif




image2313.gif
4X-I-2
+ 45" =
= 260




image2314.gif
25" —=8-5"+15=0




image152.png




image2315.gif
1 1X2 +4x—>5 — 1




image2316.gif




image2317.gif
2 7x—12 < 8 x+1




image2318.gif
5x —3x—2 <
< 25




image2319.gif
9X-I-1 _I_
9% > 810




image2320.gif




image2321.gif
54X-|—7 _
=125




image2322.gif




image2323.gif
3X+1
L 3X—1 _
=78




image2324.gif
16" -18-4" +32=0




image2325.gif
14x2+7x—8 — 1




image2326.gif




image2327.gif
53X-I—11 < 25X+8




image2328.gif




image2329.gif
6X-I—1
_I_ 6X-I—2
< 252




image2330.gif




image2331.wmf
¹


oleObject829.bin

image2332.wmf
b

a

b

a

=

log


oleObject830.bin

image153.png
T+ 2mn




oleObject831.bin

oleObject832.bin

image2333.wmf
y

x

y

x

y

x

y

x

a

a

a

a

a

a

a

a

a

log

log

log

)

4

log

log

log

)

3

1

log

)

2

0

1

log

)

1

-

=

+

=

×

=

=


oleObject833.bin

image2334.wmf
b

b

b

b

x

n

p

x

b

n

b

x

p

x

a

a

a

a

a

p

a

a

a

a

p

a

n

n

log

2

1

log

)

9

log

1

log

)

8

log

log

)

7

log

1

log

)

6

log

log

)

5

=

-

=

=

×

=

×

=


oleObject834.bin

image2335.wmf
a

b

a

b

a

b

b

b

a

b

a

c

c

a

log

1

log

)

12

1

log

log

)

11

log

log

log

)

10

=

=

×

=


oleObject835.bin

image2336.wmf
;

81

log

3


oleObject836.bin

image2337.wmf
;

16

log

4

1


oleObject837.bin

image2338.wmf
;

27

log

9


oleObject838.bin

image2339.wmf
4

81

log

3

=


oleObject839.bin

image2340.wmf
x

=

16

log

4

1


oleObject840.bin

image2341.wmf
16

4

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x


oleObject841.bin

image154.png
n ez




image2342.wmf
2

4

4

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x


oleObject842.bin

image2343.wmf
2

4

1

4

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x


oleObject843.bin

image2344.wmf
2

-

=

x


oleObject844.bin

image2345.wmf
x

=

27

log

9


oleObject845.bin

image2346.wmf
27

9

=

x


oleObject846.bin

image2347.wmf
(

)

3

2

3

3

=

x


oleObject847.bin

image2348.wmf
3

2

3

3

=

x


oleObject848.bin

image2349.wmf
3

2

=

x


oleObject849.bin

image2350.wmf
5

,

1

=

x


oleObject850.bin

image2351.wmf
;

7

5

log

7


oleObject851.bin

image2352.wmf
;

5

,

0

12

log

5

,

0

5

,

0


oleObject852.bin

image2353.wmf
.

8

1

3

log

8

÷

ø

ö

ç

è

æ


oleObject853.bin

image2354.wmf
;

5

7

)

1

5

log

7

=


oleObject854.bin

image2355.wmf
(

)

;

3

2

12

12

12

5

,

0

5

,

0

2

1

5

,

0

5

,

0

12

log

12

log

5

,

0

5

,

0

5

,

0

=

=

=

=

=


oleObject855.bin

image2356.wmf
(

)

(

)

.

3

1

3

8

8

8

1

1

1

3

log

3

log

1

3

log

8

8

8

=

=

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-


oleObject856.bin

image155.png




image2357.wmf
;

8

,

1

log

45

log

9

9

+


oleObject857.bin

image2358.wmf
;

121

log

5

11


oleObject858.bin

image2359.wmf
.

10000

log

2

1

3

log

2

3

,

0

3

,

0

-


oleObject859.bin

image2360.wmf
(

)

;

2

81

log

8

,

1

45

log

8

,

1

log

45

log

9

9

9

9

=

=

×

=

+


oleObject860.bin

image2361.wmf
;

5

2

2

5

1

121

log

5

1

121

log

121

log

11

5

1

11

5

11

=

×

=

=

=


oleObject861.bin

image2362.wmf
.

2

09

,

0

log

100

9

log

100

log

9

log

10000

log

3

log

10000

log

2

1

3

log

2

3

,

0

3

,

0

3

,

0

3

,

0

2

1

3

,

0

2

3

,

0

3

,

0

3

,

0

=

=

=

=

-

=

-

=

-


oleObject862.bin

image2363.wmf
b

a

=

=

5

lg

,

3

lg


oleObject863.bin

image2364.wmf
30

log

15


oleObject864.bin

image2365.wmf
8

lg

3

2

9

lg

2

1

-


oleObject865.bin

image2366.wmf
m

=

2

log

7


oleObject866.bin

oleObject11.bin

image156.png
<l

.




image2367.wmf
28

log

49


oleObject867.bin

image2368.wmf
9

log

12

1

7

7

1000

lg

144

log

-

+

+

-


oleObject868.bin

image2369.wmf
2

lg

3

3

lg

2

lg

+

=

x


oleObject869.bin

image2370.wmf
).

2

3

3

(

log

)

2

3

3

(

log

5

5

-

+

+

+


oleObject870.bin

image2371.wmf
(

)

(

)

.

2

3

log

1

3

log

2

2

1

2

1

+

-

-

+


oleObject871.bin

image2372.wmf
70

lg

1

7

lg

2

-


oleObject872.bin

image2373.wmf
).

2

5

1

(

log

)

1

2

5

(

log

7

7

+

+

+

-


oleObject873.bin

image2374.png
log, x




image2375.png
a>0a+1




image2376.png




image2377.png




image2378.png




image2379.png
log,.x=b(a>0,a+1)eSx





image157.png
T+

ol

e




image2380.png
log,x =log,c &





image2381.png
log, x

3




image2382.png




image2383.png




image2384.png
log,x =3 < log,

log, 8= x=28




image2385.png




image2386.png
b

b-

1

b-log,a




image2387.png
log, a




image2388.png
b

log, a®




image2389.png
2%




image2390.png
y =log, x




image2391.png
x> 0.




image2392.png
log, b




image2393.png
a,b>0,a+#1




image2394.png
log,(—5—x)

3




image2395.png
-5
x

73




image2396.png
x = —348




image2397.png
log, 34:





image2398.png
—348




image2399.png
log,(x +7) =log,(6x— 13)




image2400.png
x+7





image2401.png
5x

20




image2402.png




image2403.png
log, 11 = log 11




image2404.png
log, 4




image2405.png




image2406.png




image2407.png
Va




image2408.png
log, (x+2)




image2409.png
log (x+2)=2




image158.png




image2410.png
x+2




image2411.png




image2412.png




image2413.png




image2414.png
x = 2: log, 4




image2415.png
log. 2527
8




image2416.png
25%F
7

5%,




image2417.png
G
1%

58




image2418.png
—1,5




image2419.png
log: 25*%

8




image2420.png
log,(3—x) +1




image2421.png
log,(8+3x) —log,(3—x) =1




image2422.png
log,

8 +3x
3=





image2423.png
log,(8 + 3x) =log,(3 —x) +log, 2




image2424.png
log, (8 + 3x) = log,(2(3 — x))




image2425.png
8 + 3:

6 — 2x




image2426.png




image2427.png




image2428.png
log, 6,8

log,34+1




image2429.png
—0,4




image159.png
ol




image2430.png
log,(x —2)+log,(x—1)=1




image2431.png
loge(x —2)(x—1)




image2432.png




image2433.png
0




image2434.png




image2435.png




image2436.png




image2437.png
2lgx
lg(5x—4)




image2438.png
1
2logg,_sx =1 alngSHZ:E:»x:\/Sx—«t




image2439.png
21gx =1g(5x —4)




image2440.png
lgx* =1g(5x —4)




image2441.png




image2442.png
0





image2443.png




image2444.png
21g1
g1





image2445.png
1
4log, Vx+ logz;




image2446.png
4log,xs +log, x




image2447.png
log, x — log,x = —




image2448.png




image2449.png
log, x




image160.png
ol




image2450.png
ol




image2451.png
log,8=—

tlog, f




image2452.png




image2453.png
5 lgx 1ilsx




image2454.png
lg x




image2455.png




image2456.png




image2457.png
1+t 26-0) _ (5-0)(+e) _

e T oonmn oo = °




image2458.png
t#5
t=—1

[




image2459.png
1+t+10—-2t=5—t+5t—





image17.wmf
х

у

6

-

=


image2460.png
t?—5t+6





image2461.png




image2462.png




image2463.png
x = 100; x

000.




image2464.png
100




image2465.png
x = 1000




image2466.png
x> -3
logZx —log,




image2467.png
log?x —2log,x —3=0




image2468.png
x>0




image2469.png
log, x




image161.png
T+ 2mn, n € Z




image2470.png
log, x





image2471.png
t? —2t—3





image2472.png




image2473.png
log,x =—1; log,





image2474.png
N

343




image2475.png
ol




image2476.png
343




image2477.png




image2478.png
343.




image2479.wmf
0

)

6

5

(

log

4

=

+

x


oleObject874.bin

image2480.wmf
.

2

1

2

lg

2

)

9

lg(

)

2

=

-

+

+

-

x

x


oleObject875.bin

image2481.wmf
2

2

5

lg

=

-

-

x

x


oleObject876.bin

image2482.wmf
).

4

12

lg(

)

3

lg(

)

2

lg(

)

2

-

=

=

+

+

x

x

x


oleObject877.bin

image2483.wmf
5

,

2

3

log

log

3

=

+

x

x


oleObject878.bin

image2484.wmf
2

2

lg

2

lg

4

x

x

=

-


image162.png
—5 +2rk, ke Z




oleObject879.bin

image2485.wmf
2

25

1

7

log

5

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

x


oleObject880.bin

image2486.wmf
0

2

lg

lg

4

2

2

=

+

x

x


oleObject881.bin

image2487.wmf
(

)

2

log

5

log

3

2

1

-

=

-

x


oleObject882.bin

image2488.wmf
1

)

16

(

log

2

2

1

-

=

-

-

x

x


oleObject883.bin

image2489.wmf
).

5

(

log

)

1

3

(

log

1

)

2

2

2

2

-

=

=

+

+

x

x


oleObject884.bin

image2490.wmf
.

3

log

2

)

2

1

(

log

)

4

(

log

)

2

2

2

2

=

-

+

+

-

x

x


oleObject885.bin

image2491.wmf
.

2

lg

)

2

lg(

2

1

)

2

2

+

=

=

+

x

x

x


oleObject886.bin

image2492.wmf
.

5

lg

1

)

2

lg(

)

3

lg(

)

2

-

=

-

+

+

-

x

x


oleObject887.bin

image2493.png
log, r1<log, xs.




image2494.png
>, <.




image2495.png
a1




image163.png
4+ 2mm, m € Z




image2496.png
U<a<l1,




image2497.png
log x




image2498.png
log, x.




image2499.png
1 > x93 ¢ logg ) > logz zo





image2500.png
15+ 3z > 0
2z =0




image2501.png
x>0
x> —15.





image2502.png
log% (22 —-9) = log%z




image2503.png




image2504.png
=1 o




image2505.png




image2506.png
Ty > Ty & log% x < log% Ty





image2507.png
lag%(Zz —9) = log%z




image2508.png
2logy (1 —x) <logy (3x + 1)




image2509.jpeg




image2510.png
r e (—a




image2511.png
l0g 2,1

00111




image2512.png
!

a® 4+ 10
24141

= a#0




image2513.png




image2514.png




image2515.png
011




image164.png
ol





image2516.png




image2517.png
156423
s — 1> 0




image2518.png
" — 15t

Ty 2




image2519.png




image2520.png




image2521.jpeg




image2522.wmf
(

)

(

)

.

3

log

1

3

log

5

5

+

>

-

x

x


oleObject888.bin

image2523.wmf
(

)

.

2

log

1

log

log

5

5

5

>

+

+

x

x


oleObject889.bin

image2524.png
logx(x +1) <log, (2- x)

X




image2525.wmf
(

)

(

)

.

24

5

lg

5

lg

2

-

<

-

x

x

x


oleObject890.bin

image2526.wmf
(

)

(

)

.

3

log

1

2

log

5

5

+

>

+

x

x


oleObject891.bin

oleObject892.bin

image2527.wmf
(

)

(

)

.

1

log

1

4

log

2

2

-

>

+

x

x


image165.png
Tt2mn,neZ




oleObject893.bin

oleObject894.bin

image2528.png
logh(x2 - 5x +6) <1 =10g2X(2x)




image2529.wmf
2

1


oleObject895.bin

image2530.wmf
(

)

(

)

.

2

log

1

2

log

2

2

-

>

+

x

x


oleObject896.bin

image2531.wmf
0

27

3

1

6

9

1

£

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

x

x


oleObject897.bin

oleObject12.bin

image2532.wmf
2

1


oleObject898.bin

image2533.wmf
(

)

(

)

.

3

log

1

3

log

5

5

-

>

+

x

x


oleObject899.bin

image2534.wmf
x

x

2

3

3

32

1

2

1

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

+


oleObject900.bin

image2535.png
@Y -alna| (nxy =1 (log, x) =

@~ o zlna
a — mocrosn- | (¥ > 0) (x>0,a>0, (ua OJ[3 upasoit
Has) a= 1, wacTu GopMyIIB)

a — IOCTOSAHHAMA)





image2536.png
ex




image2537.png




image2538.png
(e¥) = e*.




image166.png




image2539.png




image2540.png
e*"(x In a) = a*In a, T0 ecTn
(a®)

*1In a.





image2541.png




image2542.png




image2543.png




image2544.png




image2545.png




image2546.png
x>0




image2547.png




image2548.png
ey x




image2549.png
(0; +m)),




image2550.png
(@) =(x); e"*(lnx) =1,




image2551.png
x(Inx) =




image2552.png
(Inx)’ :% (rze x > 0).




image2553.png
Inx
Ina

1
Ina

-Ilnx,




image2554.png
11

- (nx )=

lna x xlna




image2555.png
g 1
(og,%)'=—— (rpex>0,a>0,a%1,a
xlna




image2556.png
(x") = nx"!




image2557.png




image2558.png




image167.png




image2559.png
e=2,7T1828182... .




image2560.png




image2561.png




image2562.png
x>0.




image2563.png




image2564.png
(x") =(e™) =" (nInx) = x" n - (Inx) = x" - %7nx"".




image2565.png
(x") = nx""'




image2566.png




image2567.png




image2568.png
1)




image2569.png
x > 0.




image2570.png
(2)




image2571.png
x # 0.




image2572.png
x>0




image2573.png
x<0




image2574.png
Ye=-Yx u —x> 0,




image2575.png
-1tr=1




image2576.png
W) = (=) =) =Ly = L ™ = Ly = 2T - L




image2577.png




image2578.png
x#0




image168.png




image2579.png




image2580.png




image2581.png
(*x)'l'




image2582.png
—x > 0 npu x < 0.




image2583.png
Inx

1) f(x):sinszre%; 2) f(x)=

cos3x




image2584.png
=2sinx (sinx) +e? (%) =

. 15 1,3
:2smxcosx+5e1 :sm2x+5e1.

2) f’(x):( 2z )

cos3x
_ (Inx)- cos3x ~ (cos3x) - Inx _

(cos3x)?

in3x)(3x) + Inx

cos” 3x

1
+cosBx — (-

cos3x +3x - sin3x - Inx

g
xcos”3x




image2585.png
(w+v)y=u +v.





image2586.png
u’mu e




image2587.png




image2588.png
2 sin x cos x = sin 2x.




image2589.png




image2590.png
cos u




image2591.png




image2592.png
y = xe*




image2593.png




image2594.png
f(x) = xe*,




image2595.png




image2596.png
f(x)=x"+e + () x = e* + xe*.




image2597.png




image2598.png
y=1(x)) + F (x)x — x;),




image169.png




image2599.png
y=e+ 2e(x—1).




image2600.png
y=2ex —e




image2601.png
y=1(x)




image2602.png




image2603.png
y =1 (x)) + f (x)x —





image2604.png
1 (x0)




image2605.png




image2606.png
f (x),




image2607.png
(wv) =u'v + vu.




image2608.png
Inx




image2609.png




image2610.png
In x = ax




image2611.png
Inx




image2612.png
(D (y) = (0; +00)).




image2613.png
x—0




image2614.png




image2615.png
In x - —oo.




image2616.png




image2617.png
x — +oo




image2618.png




image170.png




image2619.png
X — +oo




image2620.png
f(x)=a|rmef(x)==





image2621.png
f(x)=a




image2622.png




image2623.png
Inx=ax




image2624.png
y=lnxuy=ax




image2625.png
Inx




image2626.png
x >0, 10 ects D (y) = (05 +o0).




image2627.png
Oy (x # 0).




image2628.png
Oxy=0,




image18.wmf
х

у

2

=


image2629.png




image2630.png
x>0




image2631.png
In x





image2632.png




image2633.png




image2634.png
. 1
,_(mx) Cnxx-xnx L E TR g

x x* x* x*




image2635.png
f(x)




image2636.png
x>0




image2637.png




image2638.png




image171.png




image2639.png
x>0




image2640.png




image2641.png




image2642.png
y (x)




image2643.png




image2644.png
x 0; ¢) e (e3 +o0)
y' (x) + ° -
y (x) / : N

[y

max





image2645.png
y (%) —ex-2,7





image2646.png
x >0




image2647.png
x - +0




image2648.png
In x - —owo.




image2649.png




image2650.png
Inx




image2651.png
In x = ax




image2652.png




image2653.png
x#0




image2654.png
Inx _




image2655.png
nx




image2656.png




image2657.png
Inx _




image2658.png




image2659.png




image2660.png
O<a<-




image2661.png




image2662.png




image2663.png
In x = ax




image2664.png




image2665.png
Puc. 18.2




image2666.png
In x = ax. (1)




image2667.png
y=lnx




image2668.png
OT —00 J10 +0o.




image172.png




image2669.png
ax




image2670.png
a <0




image2671.png




image2672.png




image2673.png
y=1Inx




image2674.png
ax




image2675.png




image2676.png
Inx=0




image2677.png




image2678.png
>




image2679.png




image2680.png




image2681.png
y=ax(a<0)
1

Puc. 18.4




image2682.png




image2683.png
y=Ff(x)=Inx.




image2684.png




image2685.png




image2686.png
" (xg)=a




image2687.png




image2688.png




image173.png




image2689.png
re=1 T I =1

0




image2690.png
' (xp)=a




image2691.png




image2692.png




image2693.png




image2694.png
Yy =ax,




image2695.png
1 1
—, T0 ecTb In—
a a





image2696.png
8 |-




image2697.png




image2698.png
n




image2699.png




image2700.png




image2701.png
Inx = ax




image2702.png




image2703.png




image2704.png




image2705.png
f(x)=e" -1





image2706.png
D (f)=R.




image2707.png
ff(x)=e -1




image2708.png




image174.png
ol
I

ol




image2709.png
f'(x)=0,e—1=0,e"=1,




image2710.png




image2711.png
1 (x),




image2712.png
Buar /(1) N\ C
Tosegenne \ /

7(x)
Puc. 18.5




image2713.png
I (x)




image2714.png




image2715.png




image2716.png
f(x)=f(0)=0,




image2717.png




image2718.png
e =

1+x




image2719.png




image2720.png




image2721.png




image2722.png




image2723.png
[ (x) =2 (x)




image2724.png
n‘u e,




image2725.png




image2726.png
e




image2727.png




image2728.png




oleObject13.bin

image175.png
25
I

ol




image2729.png




image2730.png




image2731.png
n°ver




image2732.png




image2733.png
Int




image2734.png




image2735.png
In () v 1n (e7),




image2736.png
elnmv mine.




image2737.png
et > 0,




image2738.png




image2739.png
Inm Ine
Inz  Ine

T e




image2740.png
f(x)=

_lnx




image2741.png
m=>e,




image2742.png
f(x)=

_lnx




image2743.png
x> 0.




image2744.png
1- mx

' (x)=




image2745.png
7 . lolnx
7 (x)=0: Ii;"‘,oA




image2746.png
Inx=1,




image2747.png




image2748.png




image2749.png
3Bnax f'(x) : /__—,

0 x
[Tosenenne

) /v max ~

Puc. 18.6




image2750.png




image2751.png
(e; +o0),




image2752.png
[e; +o0).




image2753.png
n > e,




image2754.png
f(m < f (e),




image2755.png
Inm

n e

Ine





image2756.png




image2757.png
elnn<mlne.




image2758.png
In (7°) < 1n (e").




image176.png




image2759.png
Int




image2760.png
(e > 1), To ° < e".




image2761.png
< en.




image2762.png
x+38 4 2241 - 7.3% + 3,




image2763.png
0 g0 +oo




image2764.png




image2765.png
x=0,x=1,x=2,x=3,




image2766.png




image2767.png




image2768.png




image2769.png




image2770.png




image2771.png




image2772.png
2%.92° + 2%

-7-3"-3=0,




image2773.png
8:2"+2:4"-7-3" -

(1)




image2774.png
=8:2"+24-7-3 —





image2775.png
f(0)=8+2-T7-—





image2776.png




image2777.png
=16+8-21-3=0,f(3)=64 +128-189-3=0,




image2778.png




image177.png




image2779.png




image2780.png




image2781.png
f (x)=8:2"In2 +2:4"In4 - 7-3"1In3




image2782.png




image2783.png




image2784.png
8:2°In2+2:4"In4 - 7-3In3=0.




image2785.png
3% 0,




image2786.png




image2787.png
8~(§) ~ln2+2~(%) \In4-7In3=0.  (2)




image2788.png
(p(x):&(%) ~1n2+2-(§) \In4-7In 3,




image178.png
MocTpoiiTe reoMeTpuueckylo MOAEMb AYrW YMCTOBOM OKPYXHOCTH, BCe TOuKM KOTOPOV
YA0EReTSOpAIT HepaseHCTay.

LAY LA R PPN .
2 4| s 6| 4 1





image2789.png
(p’(x):(81n2)~(§)x~ln§+(21n4)~(§)x~ln§




image2790.png




image2791.png




image2792.png
(81112).(2) ~ln§+(41n2)~(%) ~ln§:04




image2793.png
@dln 2).(§)X 20,




image2794.png
2in2425.nt-0
k3 2





image2795.png
9%

—2m 2
3

In




image2796.png
In2<0, aln>o,
3 3




image2797.png




image2798.png




image179.png
7.
W) - Ldmest<-Fuony 6 Dazm <t a2m;
6 4 6 6

4; 3 2;
) 77’%27& £t<—7”+27dc; D §+zm¢ <:s7"+zm¢.




image2799.png




image2800.png
1) (e*) = €*; 2)(a"Y =a*Ina;

3)(In x)’ = %; 4)(log, x)' = —1—.

xlna




image2801.png




image2802.png




image2803.png
Ax.




image2804.png
X+ Ax

Ay=e (@~ 1)e".




image2805.png




image2806.png
Ax->0, 10

P el

— 1.




image2807.png




image2808.png
A(0; 1)




image180.png




image2809.png
e
x — 0, o




image2810.png




image2811.png




image2812.png




image2813.png
A
Ax—)0,1'o?—)e





image2814.png




image2815.png
XeER




image2816.png




image2817.png




image2818.png
=M




image181.png
& P




image2819.png




image2820.png
"Ina=a"Ina.





image2821.png




image2822.png
!

ey =
(Inx) =

x(nx).




image2823.png
1=x(Inx),




image2824.png
(Inx) =

B =




image2825.png




image2826.png




image2827.png
,_ (1 \ 1
1 = 3 AN : =
(log, x) (lna lnx) e (In x) Tina”




image2828.png




image19.wmf
х

у

4

=


image182.png




image2829.png
In x® - In ((x + 2)(x - 3)) =




image2830.png
=2lnx-In(x+2)-In(x-3).

¥ =@nx-In(x+2)-In(x-3)) =




image2831.png
y=x"
, THe o




image2832.png
Inx o (e in x)u. o Pulnx

x>0,Tox= nx“=





image2833.png
I % LI R B
ey o Gt o e L
(%) =Y = e L —ox





image2834.png




image2835.png




image2836.png




image2837.png




image2838.png
y=log, x




image2839.png




image2840.png
y = f(x)




image2841.png




image2842.png




image2843.png
x = g(y),




image2844.png




image2845.png
gW=75

l()

L MM Y, =—

<




image2846.png
y=f(x)ux=gy)




image2847.png
M(x;y)




image2848.png
Ox




image183.png




image2849.png
o,




image2850.png
Oy




image2851.png




image2852.png
f(x)=tgang'(y)=tgPp.




image2853.png
n o
a+B=E,Toth:tg 2




image2854.png
gW=-= f(x)




image2855.png




image2856.png
y = arcsin x (x € (—1; 1)),




image2857.png
sin y,




image2858.png




image2859.png
1 1 1 1

(arcsin x)’ = - = = = v
(sing) %Y J1-sin®y 1-x°





image2860.png
a)y=et?

B)y=Inx"





image2861.png
e x+ 2y

a)y




image2862.png
6)y =e

By

X +sin x,

1
- (x*

)

X tsinx,

(x +sinx) = (1 +cos x)e 5

. 3x*

)

8 ,uny’ =B Inx) =
x

= e




image2863.png
y=Inx,




image2864.png




image2865.png




image2866.png




image2867.png
y=Inx




image2868.png




image184.png
x




image2869.png
D N
=(nxy=1:yeh=





image2870.png
Y=Yo=Y(xx)(x—x4):




image2871.png
y—(-1)=e(x—e "),




image2872.png
y+l=ex





image2873.png




image2874.png
y=x"
XA,




image2875.png
"+ ="+ (") =nx™ ' +n'Inm.





image2876.png
f,




image2877.png




image2878.png
' (x) =1 (x)




image185.wmf
2

1

=

х


image2879.png
xe R




image2880.png
f(x)=a"




image2881.png




image2882.png
f(x)=e¢e".




image2883.png
(€) =e





image2884.png
e=2,71828182845... .




image2885.png
f(x)=e"




image2886.png




image2887.png




image2888.png
f(x)=a".




oleObject158.bin

image2889.png
log, a




image2890.png
xlog, a





image2891.png
@y xlo
Yy =( 1:(.‘)’ xlog, a
a’) =(e = +(xlog,a)' =a"1

og, a.




image2892.png
In a,




image2893.png
log,a = 1n a.




image2894.png
a>0,a=1




image2895.png
(@) =a"lna





image2896.png




image2897.png
f (x) =log, x




image2898.png




image186.wmf
,

2

1

³

y


image2899.png




image2900.png
f (x)=x, D (f) = (0; +x),




image2901.png




image2902.png




image2903.png
x € (0; +x)




image2904.png




image2905.png




image2906.png
@y =e"*+(In x) = x (In x).




image2907.png
1=x(In x).




image2908.png
(Inx) = 1
x





oleObject159.bin

image2909.png
(log, x)' = {ln—xJ =——(nx)=

Ina Ina xlna




image2910.png




image2911.png
4

1)y =e («* - 4x); 4 y=";
In x

2) y = x*-3% 5) y=logg x;
) y=e™; 6) y = log, (3x — 4).




image2912.png
Y = (") (x" — 4x) + (2" — 4x) -e" =
—e' (2% —4x) + (2x — 4) " = " (2% — 2x — 4).




image2913.png
(%) -8"+ (8 -x*=3x"+3"+ 3" In 3-x° =





image2914.png
3%x?
B+ x1In3)




image2915.png
y =™
(™) =e™-(
(-Tx)

x) =-Te ™.




image2916.png
,:(x‘)“lnxf(lnx)'-x

1

1
42 Inx-=-x'

X

In®x

nx

In"x

_42’lnx-x" x*@lnx-1)

In®x




image2917.png
y' = (log? x) =2log, x - (log, x)' = 2log, X
xIn6





image2918.png
1 Brody=— 5
3x-4)In 2 Bx-4)In2

¥/ =(log, (3x—4)' =




image187.png
L




image2919.png




image2920.png
e+ x,




image2921.png
y=4x - 9.




image2922.png
y=4x -9




image2923.png




image2924.png




image2925.png
f(x) = 3¢* + 1.




image2926.png
f'(x,) =4,




image2927.png
3¢ 11=4; 36°0=3;





image2928.png




oleObject14.bin

image188.wmf
,

2

3

-

p

х


image2929.png
f(xo) = 1.




image2930.png
y=4x + 1.




image2931.png
1) f(x):eskxhs;
2)f(x)=x1nx;
3)f(x)=1g°x-3lgx+ 2.




image2932.png
f!(x):(e6X71275)7:eﬁx*xz+5.(6x7x2+5)7:25X712+5.(672x).




image2933.png




image2934.png
(=5 3],




image2935.png
[8; +), X,.. = 3.




image2936.png




image2937.png
f'(x):(x)'-lnx+(lnx)’~x:lnx+l~x:1nx+14
X




image2938.png




oleObject160.bin

image2939.png
1) = (0; +x).




image2940.png




image2941.png




image2942.png




image2943.png




image2944.png
1
O<x<—.




image2945.png




image2946.png




image2947.png




image2948.png
N

Puc. 23.3




image189.wmf
;

sin

cos

;

cos

sin

a

a

a

a

a

a

=

=

ctg

tg


image2949.png
1 3lgx 3
*In10 xIn10 xIn10
_3(g’x-1) _3(gx-1(gx+1)

T xInl0 xIn10 .

f'(x)=31g*x-(lg x)'-3-





image2950.png
f(x)=0




image2951.png
lgx=-1




image2952.png
lgx=1.




image2953.png




image2954.png




image2955.png




image2956.png
D (f) = (0; +o)




image2957.png
[0; %} u [10; +0),




image2958.png




oleObject161.bin

image2959.png




image2960.png




image2961.png
a>1




image2962.png
y =log, x




image2963.png
0<a<1-—




image2964.png
a‘lna, y =a" 1n® a.





image2965.png




image2966.png
xe R,




image2967.png




image2968.png
a>1,




image190.wmf

image2969.png




image2970.png




image2971.png
x € (0; o).




image2972.png
a>1




image2973.png
y=log, x




image2974.png
0<a<1




image2975.png




image2976.png




image2977.png




image2978.png




oleObject162.bin

image2979.png




image2980.jpeg




image2981.jpeg




image2982.png




image2983.png




image2984.png




image2985.png




image2986.png




image2987.png




image2988.png
Y/ 4
/b7




image191.wmf
.

sin

1

1

;

cos

1

1

2

2

2

2

a

a

a

a

=

+

=

+

ctg

tg


image2989.png




image2990.png




image2991.jpeg




image2992.png




image2993.wmf
h

r

S

бок

2

p

=


oleObject901.bin

image2994.wmf
)

(

r

h

r

S

цил

+

=

p


oleObject902.bin

image2995.png




image2996.png




oleObject163.bin

image2997.png




image2998.png




image2999.png




image3000.wmf
)

(

.

.

l

+

=

r

r

S

бок

p


oleObject903.bin

image3001.wmf
0


oleObject904.bin

image3002.gif
v=Fx)





image3003.gif
DyHKUMS 3 a sinx | cosx
(nocTosmHas)|
Mlepsoot-| kx + C 7 |reasx + clx ¥ Q|
pashas —

Ina





image192.wmf
.

1

)

(

;

1

)

(

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

×

+

=

-

×

-

+

=

+


image3004.gif
1
T Flkotb)




image3005.png
b Scon; i g B3 B 6





image3006.png




image3007.png
1




image3008.png




image3009.png
O




oleObject164.bin

image3010.png
i




image3011.png




image3012.png




image3013.png




image3014.png




image3015.wmf
ò

=

2

1

t

t

dt

v

S


oleObject905.bin

image3016.wmf
ò

=

b

a

dx

)

x

(

f

S


oleObject906.bin

image3017.png
I(x’ +2x% —5)dx




image20.wmf
х

у

-

=


image193.wmf
2

n

p

b

=


image3018.png
f(41,‘+x5+3)d1




image3019.png
I(sxs—zx’ +x—1)dx




image3020.png




image3021.png
I(x’+
37
PRl
*)da




image3022.png
16 *
I(?x +2x% + x)dx




image3023.png
f\/?.ix




image3024.png




image3025.png




image3026.png
ISE
o
x)dx




image3027.png
[em+3
Sz




oleObject165.bin

image3028.png
&
e
—5x%),
dx




image3029.png
I(x‘+ i + 327 d




image3030.png
I(&+ 2335 + 927 d




image3031.png
[(Vx + 2Vx® 4 9x)dx




image3032.png
| -vz
%+ Vx®)dx




image3033.png
I (4cosx + 2sinx) dx




image3034.png




image3035.png
Z2ea





image3036.png
——)dx

Riney




image3037.png
2
(G5~ 3cosx)da




image194.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

±

a

p

2

n


image3038.png




image3039.png
I1 + sin’x




image3040.png
f (1 - cos2x) dx




image3041.png
| tg*xax




image3042.png




image3043.png
22 +3x -2
42




image3044.png




image3045.png
32%
+a7




image3046.png
2+7x+12
Ix x+12

x(x+3)




image3047.png
Ix—1
2Z—x





oleObject166.bin

image3048.png




image3049.png




image3050.png




image3051.png




image3052.png
1
I (26" +x—1)dx
Jo




image3053.png
[ (= e




image3054.png
&
f (3+x%)dx
Jo




image3055.png
e

2cosxdx




image3056.png




image3057.png
o

sinxdx




image195.png




image3058.png
SR

cos?x




image3059.png
[[=
J, 16 + 2




image3060.png
* 2dx

x

[




image3061.png
[
h (2x+ 1)




image3062.png




image3063.png
ST

sin2xdx




image3064.png
y

x*—4x+4




image3065.png




image3066.png




image3067.png
y

x*—4x+3




image196.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

±

a

p

2

n


image3068.png
y=x>+5x+6




image3069.png




image3070.png




image3071.png
y

x*—6x+8




image3072.png




image3073.png
y=2x>+4x+7




image3074.png
y

—2x*+ 4




image3075.png




image3076.png




image3077.png




oleObject167.bin

image3078.png




image3079.png




image3080.png




image3081.png




image3082.png
y=2x+3




image3083.png
y=—4x+1




image3084.emf



image3085.png




image3086.png
y=x+1




image3087.png




oleObject168.bin

image3088.png
y=x2+8x+16




image3089.emf



image3090.png




image3091.png




image3092.png




image3093.emf



image3094.emf



image3095.emf



image3096.png
y=x3+2




image3097.png




oleObject169.bin

image3098.emf



image3099.png




image3100.emf



image3101.png




image3102.emf



image3103.png




image3104.emf



image3105.png




image3106.emf



image3107.png




image197.wmf
a

a

a

cos

sin

=

tg


image3108.png




image3109.emf



image3110.emf



image3111.emf



image3112.png




image3113.png




image3114.emf



image3115.png




image3116.emf



image3117.png
Y

5= [ s0oa=[gwoar




oleObject15.bin

oleObject170.bin

image3118.png




image3119.png




image3120.png
y=2+6x—

2




image3121.png




image3122.png




image3123.png




image3124.png




image3125.png
y

6— 2x




image3126.png
y=6+x—




image3127.wmf
dt

t

f

S

t

t

ò

=

2

1

)

(


image198.wmf
.

3

4

6

8

6

,

0

8

,

0

=

=

-

-

=

a

tg


oleObject907.bin

image3128.wmf
dt

t

f

S

t

t

ò

=

2

1

)

(


oleObject908.bin

image3129.wmf
(

)

)

(

1110

10

10

10

2

2

3

3

)

1

2

3

(

2

3

10

0

2

3

10

0

10

0

2

3

2

м

t

t

t

t

t

t

dt

t

t

S

=

+

+

=

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

+

+

=

ò


oleObject909.bin

image3130.png
5= "G +2t+ Ddr =[P +¢2 + 1 100 =10° +10% +10 = 1110 ()




image3131.wmf
ò

=

b

a

dx

x

f

A

)

(


oleObject910.bin

image3132.png




image3133.wmf
ò

=

b

a

dx

x

f

A

)

(


oleObject171.bin

oleObject911.bin

image3134.wmf
)

(

8

,

0

04

,

0

500

500

2

1000

1000

2

04

,

0

0

2

04

,

0

0

2

04

,

0

0

Дж

x

x

xdx

A

=

×

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

ò


oleObject912.bin

image3135.jpeg
rojocoBanm |-
€ 15 TOJIOCOBAHIIE o
50 - )
10
SN |8
0 4 7 .
13579 135 79 H

JTHH agHarpamMa  CTonGuaTas JHarpaMMa Kpyrosas 1uarpaymva




image3136.gif
1.7+2-3+3-14+4.15+5.7+6-4+7-3+8-7+9-20+10-10
90

=59





image3137.gif




image3138.jpeg
800000

700000

600000

500000

400000

300000

200000

100000

101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29





image199.wmf
3

4


image3139.jpeg
Maccaxupckue nepesosku B Poccun

Msen




image3140.png
45678090

oo




image3141.png
Map M WIOn Cen HOR AWB Map maii won cew
2008 ron 2009 ropn,





image3142.png
20

200

160

120

50

a0

00

1 T





image3143.png
16

12

SIHB

(es

amp | mait

MIOH

MIOT | 4BT

CeH

OKT

HOS





image3144.jpeg
00 o





image3145.png




image3146.jpeg
240
20

180
160
140
120
100
80
60
a0
20
00
-20

2lslalslel7laloi0l1]

12





oleObject172.bin

image3147.jpeg




image3148.jpeg




image3149.png




image3150.png
P(4) = g




image3151.png
n=30,m=30—2=28




image3152.png
p_28_14
30 15




image3153.wmf
11

34

p

=


oleObject913.bin

image3154.wmf
0,70,80,70,81,50,560,94

p

=+-×=-=


oleObject914.bin

image200.wmf
4

3


image3155.png




image3156.wmf
1

1

1

2

2

2

10

4

4

10

10

3

3

10

n

m

p

n

m

p

=

=

=

=

=

=


oleObject915.bin

image3157.wmf
12

4312

0,12

1010100

ppp

=×=×==


oleObject916.bin

image3158.png




image3159.wmf
î

í

ì

=

-

=

-

.

0

2

3

,

3

3

у

х

у

х


oleObject917.bin

image3160.wmf
î

í

ì

-

=

=

+

14

,

5

ху

у

х


oleObject173.bin

oleObject918.bin

image3161.wmf
î

í

ì

=

-

=

+

11

7

5

,

7

у

х

у

х


oleObject919.bin

image3162.wmf
î

í

ì

=

-

=

-

3

,

1

2

у

х

у

х


oleObject920.bin

image3163.wmf
î

í

ì

=

+

-

=

-

11

6

,

6

2

4

у

х

у

х


oleObject921.bin

image3164.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

=

+

3

,

17

2

2

х

у

у

х


oleObject922.bin

image3165.wmf
î

í

ì

=

+

=

+

9

6

5

,

3

3

2

у

х

у

х


image201.wmf
4

6

-


oleObject923.bin

image3166.wmf
î

í

ì

=

-

=

+

4

4

2

2

у

х

у

х


oleObject924.bin

image3167.wmf
î

í

ì

-

=

-

=

+

5

2

,

7

4

у

х

у

х


oleObject925.bin

image3168.wmf
î

í

ì

=

+

=

-

20

6

2

2

у

х

у

х


oleObject926.bin

image3169.wmf
0

)

(

)

(

Ú

x

g

x

f


oleObject927.bin

image3170.wmf
)

(

)

(

x

g

x

f


oleObject174.bin

oleObject928.bin

image3171.wmf
0

)

(

=

x

f


oleObject929.bin

image3172.wmf
0

)

(

=

x

g


oleObject930.bin

oleObject931.bin

image3173.png




oleObject932.bin

oleObject933.bin

image202.wmf
p

a

p

<

<

2


image3174.jpeg




image3175.png




image3176.png




image3177.png
Cropocrs,

Tipsriced = Paccrosmue, Bpens,
sn «
o
BIDKEHIE JIOKIL IO Te-
& & x+8 5 p==2
HeHIUIO pexit *+8
BIDKEHITe JIOAKI 1Ipo-
s A P S 5

THB TEUEHIIs PEKIT





image3178.png




image3179.png
5 5
x+3 2 x-3





image3180.png
f(x) =0,




image3181.png
y=1f(x)




image3182.png
f(x)=0




image3183.png




image21.wmf
х

у

2

3

=


oleObject175.bin

image3184.png




image3185.png




image3186.png
1011%

k&

EEEE EREEE

87 pb-d-5-





image3187.png




image3188.png
x e [-6; -2]U[2; 8].




image3189.png
g(x) >0,




image3190.png
y=g(x)




image3191.png




image3192.png
(x— 1)(x +2,5)(x — 4) < 0.




image3193.png
f(x) = (x = )(xc + 2,5)(x — 4).




image203.wmf
3

2


image3194.png
(x—Dx+2,5)(x—4)=0




image3195.png
r=1; x=-2,6; x=4.




image3196.png
-2,5 1
Puec. 82




image3197.png
(x—D(x +2,5)(x —4)




image3198.png
x € (4; +o0)




image3199.png




image3200.png
(x— D(x+ 2,5)(x—4)




image3201.png




image3202.png
flx) = (x — (x + 2,5)x — 4)




image3203.png




oleObject176.bin

image3204.png
x € (o005 -2,0) U (15 4)




image3205.png
x € (—00; —2,5) U (1; 4).




image3206.png
(x+9)(x — 2)(x — 3) < 0.




image3207.png
h(x) = (x + 9)%(x — 2)(x — 3).




image3208.png
(x +9)%(x —2)(x—3)=0




image3209.png
-9; x=2; x=3.





image3210.png
(x+9)%(x — 2)(x—3)




image3211.png
(x-3)




image3212.png
(x-2).




image3213.png
(x +9)




image204.wmf
2

0

p

a

<

<


image3214.png
xe R.




image3215.png




image3216.png
xe {-9} U[2; 3].




image3217.png
(-9} U [2; 3].




image3218.png
n




image3219.png
(x+3)(x-1) o
(x— 4)(x+2)




image3220.png
(x+38)(x-1)

g(x) = -x+2)"




image3221.png
_ (x+3)(x-1)
(x-4)(x+2)

2(x)




image3222.png




image3223.png




oleObject177.bin

image3224.png
x e (—oo; —3] U (—2; 1] U (43 + c0).




image3225.png
(—o0; —3] U (25 1] U (4; + o0).




image3226.png
f(x) >0, f(x) <0, f(x) =0




image3227.png
f(x)< 0.




image3228.png
(x+8)(x-5)
T




image3229.png
f(x)=0,




image3230.png
(x+3)(x-5)
x+1

7(x) =




image3231.png
-3




image3232.png




image3233.png
x € [-8; —1) U [55 +0).




image205.wmf
17

15


image3234.png




image3235.png
fx) >0,




image3236.png




image3237.png




image3238.png
x € (—o0; 1) U (-1; 0) U (2; +00).




image3239.png
2
(-4 (B3-%) 5
x+1




image3240.png
\2
(x-4)"(8-x) >0
x+1




image3241.png
Go0(x-3)
x+1




image3242.png
f(x) <0,




image3243.png
(x-4*(x-3)

7(x) = e




oleObject178.bin

image3244.png




image3245.png




image3246.png
x e (-1; 3] U {4}.




image3247.png
(x-2)(x+3)<0;




image3248.png
8x+2=2x-1;




image3249.png
Jr-1Jx+1>0;




image3250.png
(x-2(x-8) 4





image3251.png
(x—2)x+1)(x+8) < 0;




image3252.png
(x-1*9-x%<o0.




image3253.png
flx)<0




image206.wmf
p

a

p

2

2

3

<

<


image3254.png




image3255.png




image3256.png




image3257.png
x € (~o0; =8) U (-1; 2).




image3258.png
(x-1)*(x*-9) >0,




image3259.png
(x—1)*(x—8)(x+8) = 0.




image3260.png
f(x)=(x—1)(x—8)(x +8)




image3261.png




image3262.png
x € (—o0; —8] U {1} U [3; +00).




image3263.png
@x+5)(x-1) .,
x+d




oleObject179.bin

image3264.png
o-afe-a®
8x+6




image3265.png
_QCx+5)(x-T7)
bl x+4

1(x)




image3266.png




image3267.png
x € (—oo; —4) U [-2,5; T].




image3268.png




image3269.png
3 2
(x -1)" (x - 4) >o.
8x+6




image3270.png
(x-1)*(x -4

flx) = 3x+6




image3271.png




image3272.png
(o003 —2) U [1; +00).




image3273.png




image207.wmf
25

7

-


image3274.png




image3275.png
4x +11
i




image3276.png
2,75




image3277.png
x e (-2,75; 2).




image3278.png
—
x°-5x+6





image3279.png
% P 3 2
x*-5x+6 x-2 x-3
PRI

(x-2)(x-3)

x48(x-8)-2x-2) o

(x-2)(x-38)
= 2x -5
(x-2)(x- 8)

x-2




image3280.png
2x -6
) =Goe 8




image3281.png




image3282.png




image3283.png
x € (25 2,5) U (35 +00).




oleObject16.bin

oleObject180.bin

image3284.png




image3285.png
y=At




image3286.png




image3287.png
2*-72%+12x
x—4

=0.




image3288.png
x(x? -Tx+12
( )>0© xx-4)x-8) 5,

x-4 x—4




image3289.png
flx) = EE—ANx-8)
-1




image3290.png




image3291.png




image3292.png
(x—4)




image3293.png
T ¥
3 4

D(y) = (—o0; 0]U[8; 4) U (4; +00).




image208.wmf
25

24


image3294.png
(F-2=-3) o
x5 :
(x—1)(x +1)>0.




image3295.png




image3296.png




image3297.png




image3298.png
x € (—o0; ~1) U (1; 2]V [8; 5).




image3299.png
(x - 8)(x — 4)(x +5)* >0,
2x -12<0.




image3300.png




image3301.png




image3302.png




image3303.png
x € (—003 +00).




oleObject181.bin

image3304.wmf
0

4

5

,

2

2

=

+

х

х


oleObject934.bin

image3305.wmf
х


oleObject935.bin

image3306.wmf
0

)

4

5

,

2

(

=

+

х

х


oleObject936.bin

image3307.wmf
0

=

х


oleObject937.bin

image3308.wmf
0

4

5

,

2

=

+

х


oleObject938.bin

image209.wmf
p

a

p

<

<

2


image3309.wmf
4

5

,

2

-

=

х


oleObject939.bin

image3310.wmf
6

,

1

-

=

х


oleObject940.bin

oleObject941.bin

image3311.wmf
6

,

1

-

=

х


oleObject942.bin

image3312.wmf
0

5

,

1

3

2

=

+

х

х


oleObject943.bin

image3313.wmf
0

5

4

2

4

=

-

+

х

х


oleObject182.bin

oleObject944.bin

image3314.wmf
(

)

0

5

4

2

2

2

=

-

+

х

х


oleObject945.bin

image3315.wmf
2

x

t

=


oleObject946.bin

image3316.wmf
0

5

4

2

=

-

+

t

t


oleObject947.bin

image3317.wmf
5

-

=

t


oleObject948.bin

image3318.wmf
1

=

t


image210.wmf
3

6

-


oleObject949.bin

image3319.wmf
5

2

-

=

x


oleObject950.bin

image3320.wmf
1

2

=

x


oleObject951.bin

image3321.wmf
1

±


oleObject952.bin

image3322.wmf
1

±


oleObject953.bin

image3323.wmf
0

7

24

9

2

4

=

+

-

х

х


oleObject183.bin

oleObject954.bin

image3324.wmf
1

7

10

4

3

7

8

4

4

2

2

=

+

-

+

+

-

х

х

х

х

х

х


oleObject955.bin

oleObject956.bin

image3325.wmf
х


oleObject957.bin

image3326.wmf
1

7

10

4

3

7

8

4

4

=

+

-

+

+

-

х

х

х

х


oleObject958.bin

image3327.wmf
x

x

t

7

4

+

=


oleObject959.bin

image211.wmf
3

5


image3328.wmf
1

10

3

8

4

=

-

+

-

t

t


oleObject960.bin

image3329.wmf
0

)

10

)(

8

(

144

25

2

=

-

-

+

-

t

t

t

t


oleObject961.bin

image3330.wmf
ï

î

ï

í

ì

¹

¹

=

+

-

10

8

0

144

25

2

t

t

t

t


oleObject962.bin

image3331.wmf
16

7

4

=

+

x

x


oleObject963.bin

image3332.wmf
0

¹

х


oleObject964.bin

oleObject184.bin

image3333.wmf
0

7

16

4

2

=

+

-

х

х


oleObject965.bin

image3334.wmf
2

1

=

х


oleObject966.bin

image3335.wmf
2

7

=

х


oleObject967.bin

image3336.wmf
9

7

4

=

+

x

x


oleObject968.bin

oleObject969.bin

image3337.wmf
0

7

9

4

2

=

+

-

х

х


oleObject185.bin

oleObject970.bin

image3338.wmf
2

1


oleObject971.bin

image3339.wmf
2

7


oleObject972.bin

image3340.wmf
0

1

1

2

2

=

+

+

+

х

х

х

х


oleObject973.bin

image3341.wmf
25

,

6

5

1

5

8

3

4

+

-


oleObject974.bin

image3342.wmf
16

1

log

3

36

1

log

4

2

6

+


image22.wmf
2

1


image212.wmf
5

2


oleObject975.bin

image3343.wmf
13

5

2

3

1

)

(

2

3

+

+

+

-

=

t

t

t

t

х


oleObject976.bin

image3344.wmf
°

°

×

°

22

sin

11

cos

11

sin

2


oleObject977.bin

image3345.png




image3346.wmf
32

16

46

a

a

a

-

×


oleObject978.bin

image3347.png




image3348.wmf
0

2

sin

5

sin

3

2

=

-

-

x

x


oleObject186.bin

oleObject979.bin

image3349.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

=

+

1

3

81

9

27

y

x

y

x


oleObject980.bin

image3350.png
23




oleObject981.bin

oleObject982.bin

oleObject983.bin

oleObject984.bin

oleObject985.bin

oleObject986.bin

image213.wmf
5

1

-


oleObject987.bin

oleObject988.bin

oleObject989.bin

oleObject990.bin

oleObject991.bin

oleObject992.bin

oleObject993.bin

oleObject994.bin

oleObject187.bin

image214.wmf
5

3


oleObject188.bin

oleObject189.bin

image215.wmf
5

3

-


oleObject190.bin

image216.wmf
3

5

-


oleObject17.bin

oleObject191.bin

image217.wmf
5

2


oleObject192.bin

oleObject193.bin

image218.wmf
12

5

-


oleObject194.bin

oleObject195.bin

image219.wmf
2

5


oleObject196.bin

image220.wmf
5

5

2


image23.wmf
х

у

3

-

=


oleObject197.bin

oleObject198.bin

image221.wmf
.

2

1

2

,

1

2

2

,

cos

sin

2

2

sin

,

sin

cos

2

cos

2

2

2

2

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

ctg

ctg

ctg

tg

tg

tg

-

=

-

=

=

-

=


oleObject199.bin

image222.wmf
2

a

=

t


oleObject200.bin

image223.wmf
.

2

cos

1

2

cos

,

2

cos

1

2

sin

2

2

a

a

a

a

+

=

-

=


oleObject201.bin

image224.wmf
2

cos

1

2

sin

2

a

a

-

=


oleObject202.bin

oleObject18.bin

image225.wmf
2

cos

1

2

cos

2

a

a

+

=


oleObject203.bin

image226.wmf
.

cos

1

cos

1

2

2

a

a

a

+

-

=

tg


oleObject204.bin

image227.wmf
a

a

a

cos

sin

2

2

sin

=


oleObject205.bin

oleObject206.bin

image228.wmf
2

cos

1

2

sin

2

a

a

-

=


oleObject207.bin

image229.wmf
.

068

,

0

4

3

2

2

2

3

1

2

6

cos

1

12

sin

2

»

-

=

-

=

-

=

p

p


image24.wmf
х

у

3

2

-

=


oleObject208.bin

image230.wmf
0

0

2

75

2

75

1

tg

tg

-


oleObject209.bin

image231.wmf
2

p


oleObject210.bin

image232.wmf
0

3

22

1

0

3

22

2

0

2

0

¢

-

¢

tg

tg


oleObject211.bin

image233.wmf
0

2

0

15

1

15

2

tg

tg

-


oleObject212.bin

image234.wmf
p

2

5


oleObject19.bin

oleObject213.bin

image235.wmf
25

24

2

sin

=

a


oleObject214.bin

oleObject215.bin

image236.wmf
p

12

7


oleObject216.bin

image237.wmf
2

sin

a


oleObject217.bin

image238.wmf
5

3

sin

-

=

a


oleObject218.bin

image25.wmf
2

х

у

=


oleObject219.bin

image239.wmf
a

2

sin


oleObject220.bin

image240.wmf
5

3

sin

=

a


oleObject221.bin

oleObject222.bin

image241.wmf
p

4

5


oleObject223.bin

image242.wmf
2

a

tg


oleObject224.bin

oleObject20.bin

image243.wmf
2

3

sin

=

a


oleObject225.bin

oleObject226.bin

oleObject227.bin

image244.wmf
2

1

-

=

a

соs


oleObject228.bin

oleObject229.bin

image245.wmf
2

cos

a


oleObject230.bin

oleObject231.bin

image26.wmf
х

у

9

=


oleObject232.bin

image246.wmf
î

í

ì

=

¢

=

¢

k

у

у

х

х


oleObject233.bin

image247.wmf
3

1


oleObject234.bin

image248.png




image249.wmf
3

1


oleObject235.bin

image250.wmf
î

í

ì

=

¢

=

¢

у

у

k

х

х


oleObject236.bin

oleObject21.bin

image251.png




image252.wmf
х

у

1

=


oleObject237.bin

image253.wmf
2

2

+

=

х

у


oleObject238.bin

image254.wmf
3

2

1

-

=

х

у


oleObject239.bin

image255.wmf
x

y

cos

=


oleObject240.bin

image256.wmf
3

cos

2

-

=

x

y


image27.wmf
2

1


oleObject241.bin

image257.wmf
)

4

cos(

2

1

p

+

=

x

y


oleObject242.bin

image258.wmf
2

x

y

-

=


oleObject243.bin

image259.wmf
3

4

2

x

y

-

=


oleObject244.bin

image260.wmf
2

)

2

2

(

-

-

=

x

y


oleObject245.bin

image261.wmf
x

y

sin

=


oleObject22.bin

oleObject246.bin

image262.wmf
2

sin

3

1

+

=

x

y


oleObject247.bin

image263.wmf
)

3

sin(

2

p

+

=

x

y


oleObject248.bin

image264.wmf
х

у

1

-

=


oleObject249.bin

image265.wmf
х

у

3

2

-

=


oleObject250.bin

image266.wmf
4

2

3

+

-

=

х

у


image28.wmf
х

у

3

=


oleObject251.bin

oleObject252.bin

image267.wmf
1

3

sin

-

=

x

y


oleObject253.bin

image268.wmf
)

3

sin(

2

1

p

-

=

x

y


oleObject254.bin

image269.wmf
3

x

y

=


oleObject255.bin

image270.wmf
2

2

3

+

=

x

y


oleObject256.bin

oleObject23.bin

image271.wmf
3

)

1

(

-

-

=

x

y


oleObject257.bin

image272.wmf
x

y

=


oleObject258.bin

image273.wmf
x

y

2

4

-

=


oleObject259.bin

image274.wmf
x

y

2

1

1

+

=


oleObject260.bin

oleObject261.bin

image275.wmf
x

y

2

cos

1

+

=


image29.wmf
х

у

5

6

-

=


oleObject262.bin

image276.wmf
x

y

cos

3

1

1

-

=


oleObject263.bin

image277.gif




image278.gif
1
arccos;
3




image279.gif




image280.gif
arccos1




oleObject24.bin

image281.gif




image282.gif




image283.gif




image284.gif
-




image285.gif




image30.wmf
х

у

3

1

=


image286.gif




image287.jpeg
ey
(SE]




image288.gif
1




image289.gif




image290.gif
NI




oleObject25.bin

image291.gif




image292.gif




image293.jpeg
<)

e>)

(S




image294.gif
5




image295.gif




image31.wmf
х

у

2

=


image296.gif




image297.gif




image298.jpeg
W]




image299.gif
3




oleObject26.bin

image300.jpeg




image301.gif
cos x




image302.gif




image303.gif




image32.wmf
х

у

3

1

-

=


image304.gif
sinx




image305.gif
2n
x=t—_—+2mnn€Z




image306.gif
=+ +2 €z
x=t_+2mmn




image307.gif
Xx=n+2nn,n€Z




oleObject27.bin

image308.gif
=2+ €z
x=_+mnn




image309.gif
™
x=3+2mnn €z




image310.gif
<=

2n
3

+2mnn €z




image311.gif
+2nn,n€Z




image33.wmf
х

у

3

-

=


image312.gif
<=

m
6

+2mnn €z




image313.gif
nnn€Z




image314.gif
T
x=—>+2mmnez




image315.gif
=T+ ez
x=—_+mnn




image316.gif
=2+ €z
x= g +mnn




oleObject28.bin

image317.png




image318.wmf
2

2


oleObject264.bin

image319.wmf
2

2


oleObject265.bin

oleObject266.bin

image320.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

10

х

p


oleObject267.bin

oleObject268.bin

image321.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

10

х

p


image34.wmf
2

х

у

=


oleObject269.bin

image322.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

-

10

2

p

х


oleObject270.bin

oleObject271.bin

image323.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

-

10

2

p

х


oleObject272.bin

image324.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

2


oleObject273.bin

image325.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

2


oleObject274.bin

oleObject29.bin

image326.wmf
4

p

-


oleObject275.bin

oleObject276.bin

image327.wmf
4

p

-


oleObject277.bin

image328.wmf
k

х

k

p

p

p

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

4

)

1

(

10

2


oleObject278.bin

image329.png




image330.wmf
k

x

k

p

p

p

2

2

)

1

(

5

1

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

+


oleObject279.bin

image35.wmf
х

у

5

-

=


image331.wmf
3


oleObject280.bin

image332.wmf
3


oleObject281.bin

oleObject282.bin

image333.wmf
3

p


oleObject283.bin

image334.wmf
3

p


oleObject284.bin

image335.wmf
Z

Î

+

-

=

k

k

a

x

k

,

arcsin

)

1

(

p


oleObject30.bin

oleObject285.bin

image336.wmf
Z

Î

+

±

=

k

k

a

x

,

2

arccos

p


oleObject286.bin

image337.wmf
Z

Î

+

=

k

k

arctga

x

,

p


oleObject287.bin

image338.wmf
Z

Î

+

=

k

k

arcctga

x

,

p


oleObject288.bin

image339.wmf
Z

Î

+

-

=

k

k

x

,

2

2

p

p


oleObject289.bin

image340.wmf
Z

Î

=

k

k

x

,

p


image36.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

]

[

)

2

2

2

2

15

1)

6

60

6

(y);66;

13

2)

712

1313

71234

3040

34

(y);33;44;

3)81

810

990

(y);99;

y

x

x

x

D

x

y

xx

xx

y

xxxx

xx

xx

D

yx

x

xx

D

=

+

+¹

¹-

=-¥-È-¥

+

=

-+

++

==

-+--

-¹-¹

¹¹

=-¥ÈÈ¥

=-

-³

-+³

=-¥-È¥


oleObject290.bin

image341.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

2

2

p

p


oleObject291.bin

image342.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

2

p

p


oleObject292.bin

image343.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

2

p

p


oleObject293.bin

image344.wmf
Z

Î

=

k

k

x

,

2

p


oleObject294.bin

image345.wmf
Z

Î

+

-

=

k

k

x

,

4

p

p


oleObject31.bin

oleObject295.bin

oleObject296.bin

image346.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

4

p

p


oleObject297.bin

image347.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

4

3

p

p


oleObject298.bin

image348.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

2

p

p


oleObject299.bin

image349.wmf
Z

Î

+

=

k

k

x

,

4

p

p


oleObject300.bin

image37.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

1)6

(x)66(x)

2)sin2

sin2sin2sin2(x)

2

3)y

16

2

2

y

16

16

yx

yxxy

функциячетная

yxx

yxxxxxxxy

функциянечетная

x

x

x

x

x

x

x

функцияобщеговида

=+

-=-+=+=

Þ

=+

-=-+-=--=-+=-

Þ

+

=

-

-+

-+

-==

-

--

Þ


image350.wmf
0

4

2

sin

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

x


oleObject301.bin

image351.wmf
1

3

cos

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x


oleObject302.bin

image352.wmf
3

2

=

x

tg


oleObject303.bin

image353.wmf
2

2

sin

=

x


oleObject304.bin

image354.wmf
2

3

3

cos

=

x


oleObject305.bin

oleObject32.bin

image355.wmf
3

2

-

=

x

tg


oleObject306.bin

image356.wmf
2

1

2

sin

=

x


oleObject307.bin

image357.wmf
2

cos

2

=

x


oleObject308.bin

image358.wmf
3

3

6

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x

tg


oleObject309.bin

image359.wmf
2

3

2

sin

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x


oleObject310.bin

image38.wmf
(x)

fM

£


image360.wmf
5

4

4

cos

=

x


oleObject311.bin

image361.wmf
0

10

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

x

tg


oleObject312.bin

image362.wmf
5

3

sin

=

x


oleObject313.bin

image363.wmf
2

1

)

1

cos(

=

-

x


oleObject314.bin

image364.wmf
3

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

x

tg


oleObject315.bin

oleObject33.bin

image365.wmf
1

3

2

sin

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x


oleObject316.bin

image366.wmf
1

4

2

cos

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

x


oleObject317.bin

image367.wmf
3

2

-

=

x

ctg


oleObject318.bin

image368.wmf
2

sin

2

-

=

x


oleObject319.bin

image369.wmf
2

3

3

cos

-

=

x


oleObject320.bin

image39.wmf
xX

Î


image370.wmf
3

6

3

3

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x

tg


oleObject321.bin

image371.wmf
1

2

sin

2

-

=

x


oleObject322.bin

image372.wmf
2

1

4

2

cos

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

p

x


oleObject323.bin

image373.wmf
3

2

=

x

ctg


oleObject324.bin

image374.wmf
3

2

sin

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x


oleObject325.bin

image1.png




oleObject34.bin

image375.wmf
2

2

cos

-

=

x


oleObject326.bin

image376.wmf
(

)

1

45

2

0

-

=

+

x

ctg


oleObject327.bin

image377.gif
Tpuwmep. Pemurs ypasmenue: 2cos? (x+7/6) = 3sin(m/3-x) +1=0

Pemenue. Henomsays popuynsl npuBexcans, umee
2cos2 (x+7/6)~Fcos (x+m/6)+1=0,

aemacw zameny: cos (x+7/6)=y, Toraa 2=+

=0,
HaxoRuM KopHI: Y1 =

=112, oTiyaa cnenyior fEa cayHas
1), cos (x+m16)=

2).cos (x+7/6)=1/2,

x+wl6=2mk, x+m/6=%arccos (1/2)+2mn,

x

WI6+omk; £

+W/3-m/6+2mn




image378.gif
sinx-2sin? (x/2)=0,
2sin (x/2) " cos (x/2)~2sin? (x/2)=0,
2sin (x/2) - [cos (x/2)~sin(x/2)]=0,
1. sin(x/2)=0, 2). cos(x/2)~sin(x/2)=0,
xi2=mnk, tan (x12)=
X =2mk; x12= arctan 1+ 700,
xi2=mid+mn,

x=mi2+2mn




image379.gif




image380.gif
dx=mi2+TE,

x=m/BHTESA;

3x=mn,

x=mni3;




image381.gif
x

— arctan 3+ 72




image382.gif
Pemenue. 3aece BO3MOXHH fBa CIyIaT

D x#(2m+1)7, Tora

2tan(x/2) 1-tan?(x/2)

3
T+tan?(x/2) T+tan?(x/2)

6tan(x/2)~4+4tan? (x/2)=3+3tan? (x/2),
tan?(x/2)+6tan(x/2)-7=0,

aemacw sameny: tan (x/2)=w, Torga u?+6u-7=0,

KOPHH TOr0 Jp ABHCHAA. 1 w=1




image40.wmf
0

p

³


image383.gif
1@). tan(x/2)=-7, 16). tan(x/2)=1,
x1=— 2 arctan 7 + 27k ; m=m/2+ 2
2). x=(2m+1) 7, Torza

Zsin[(2m+1)w]—dcos [(2m+1)M]=4=3




oleObject328.bin

image384.wmf
1

3

2

cos

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x


oleObject329.bin

image385.wmf
;

0

sin

sin

2

2

=

-

x

x


oleObject330.bin

image386.wmf
0

3

4

3

sin

2

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

p


oleObject331.bin

image387.wmf
;

0

2

sin

5

sin

2

2

=

+

-

x

x


oleObject332.bin

oleObject35.bin

oleObject333.bin

image388.wmf
1

6

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

x

tg


oleObject334.bin

image389.wmf
;

0

cos

cos

2

2

=

-

x

x


oleObject335.bin

image390.wmf
0

3

3

4

cos

2

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

p


oleObject336.bin

image391.wmf
;

0

2

cos

5

cos

2

2

=

+

-

x

x


oleObject337.bin

oleObject338.bin

image41.wmf
(

)

0

fp

³


image392.wmf
;

0

3

cos

4

2

=

-

x


oleObject339.bin

oleObject340.bin

image393.wmf
;

0

1

2

3

2

=

-

+

tgx

x

tg


oleObject341.bin

image394.wmf
;

0

24

sin

26

sin

5

2

=

-

+

x

x


oleObject342.bin

image395.wmf
;

0

4

cos

5

sin

2

2

=

-

-

x

x


oleObject343.bin

image396.wmf
;

0

cos

3

sin

=

+

x

x


oleObject36.bin

oleObject344.bin

image397.wmf
;

0

cos

2

cos

sin

5

sin

2

2

2

=

+

-

x

x

x

x


oleObject345.bin

image398.wmf
;

0

cos

cos

sin

3

2

=

+

x

x

x


oleObject346.bin

image399.wmf
;

2

cos

3

cos

sin

14

sin

5

2

2

=

-

-

x

x

x

x


oleObject347.bin

image400.wmf
.

3

cos

sin

2

sin

4

2

=

-

x

x

x


oleObject348.bin

oleObject349.bin

image42.wmf
0

q

³


image401.wmf
;

0

3

sin

4

2

=

-

x


oleObject350.bin

oleObject351.bin

image402.wmf
;

0

2

3

2

2

=

-

+

tgx

x

tg


oleObject352.bin

image403.wmf
;

0

3

cos

11

cos

4

2

=

-

+

x

x


oleObject353.bin

image404.wmf
;

0

4

sin

5

cos

2

2

=

-

+

x

x


oleObject354.bin

image405.wmf
;

0

cos

sin

3

=

+

x

x


oleObject37.bin

oleObject355.bin

image406.wmf
;

0

cos

3

cos

sin

10

sin

3

2

2

=

+

+

x

x

x

x


oleObject356.bin

image407.wmf
;

0

cos

sin

cos

3

2

=

-

x

x

x


oleObject357.bin

image408.wmf
;

3

cos

2

cos

sin

3

sin

7

2

2

=

+

-

x

x

x

x


oleObject358.bin

image409.wmf
.

15

cos

sin

2

sin

16

2

=

-

x

x

x


oleObject359.bin

image410.wmf
.

2

sin

2

sin

2

cos

cos

,

2

cos

2

cos

2

cos

cos

,

2

cos

2

sin

2

sin

sin

,

2

cos

2

sin

2

sin

sin

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

-

+

-

=

-

-

+

=

+

+

-

=

-

-

+

=

+


image43.wmf
60100

qp

=-+


oleObject360.bin

image411.wmf
(

)

,

2

,

2

,

cos

cos

sin

k

k

tg

tg

p

p

b

p

p

a

b

a

b

a

b

a

+

¹

+

¹

+

=

+


oleObject361.bin

image412.wmf
(

)

.

2

,

2

,

cos

cos

sin

k

k

tg

tg

p

p

b

p

p

a

b

a

b

a

b

a

+

¹

+

¹

-

=

-


oleObject362.bin

image413.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

cos

cos

2

1

sin

sin

,

cos

cos

2

1

cos

cos

,

sin

sin

2

1

cos

sin

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

+

-

-

=

-

+

+

=

-

+

+

=


oleObject363.bin

image414.wmf
(

)

(

)

(

)

b

a

b

a

b

a

+

-

-

=

cos

cos

2

1

sin

sin


oleObject364.bin

image415.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

.

8

cos

2

1

2

cos

2

1

8

cos

2

cos

2

1

3

5

cos

3

5

cos

2

1

3

sin

5

sin

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

-

=

-

=

+

-

-

=


oleObject38.bin

oleObject365.bin

image416.wmf
2

cos

2

sin

2

sin

sin

b

a

b

a

b

a

-

+

=

+


oleObject366.bin

image417.wmf
.

98

,

0

98

,

0

5

,

0

2

10

cos

30

sin

2

2

20

40

cos

2

20

40

sin

2

20

sin

40

sin

0

0

0

0

0

0

0

0

»

×

×

=

=

-

+

=

+


oleObject367.bin

image418.wmf
a

a

a

a

a

2

2

cos

sin

sin

2

sin

cos

2

+

-

-


oleObject368.bin

image419.wmf
)

sin(

)

3

sin(

2

3

2

sin

1

a

a

p

p

a

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-


oleObject369.bin

image420.wmf
a

a

a

p

2

2

sin

1

)

2

2

cos(

-

-

-

ctg


image44.wmf
1

(q)

pf

-

=


oleObject370.bin

image421.wmf
a

a

p

a

2

2

sin

)

2

cos(

1

sin

2

-

-

+


oleObject371.bin

image422.wmf
.

12

cos

12

5

cos

p

p

-


oleObject372.bin

image423.wmf
a

a

a

a

a

2

2

sin

cos

cos

2

sin

sin

2

-

-

-


oleObject373.bin

image424.wmf
.

12

7

cos

12

cos

p

p

+


oleObject374.bin

image425.wmf
a

a

p

a

2

2

cos

)

2

5

,

1

sin(

1

cos

2

-

+

-


image2.png




oleObject39.bin

oleObject375.bin

image426.wmf
.

12

sin

12

5

sin

p

p

-


oleObject376.bin

image427.wmf
÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

-

a

p

a

p

a

2

sin

1

)

2

sin(

5

,

0

sin


oleObject377.bin

image428.wmf
a

a

a

p

2

2

cos

1

)

2

2

cos(

-

-

+

tg


oleObject378.bin

oleObject379.bin

image429.png
sin(o + P) = sina.cosP + cososin B




image430.png
sin2a = 2sinacosa.




image45.wmf
12

300;800

pp

==


image431.png
cos(a + ) = cosacosP — sinasinf




image432.png




image433.png
cos20 = cos(u +a) = cosacoso —sinasina = cos” a —sin® a.





image434.png
cos20 = cos® o — sin® .




image435.png
tga + tgh
tg(u ks [3) = 1-tgatgp




image436.png




image437.png
tgo+tgo _ 2tga

tg2a = tg(o+a) = P e




image438.png




image439.png
Dopmyabl JBOMHOr0
aprymeHra
sin2a = 2sinacosa
cos20 = cos’ o — sin® o

2tga

T L
tg2a 1-tgla




image440.png
sin2a , T . 1 - (tg?a —
a) e 6) sin” o + cos20; B) Etg2(x (tg o 1).




oleObject40.bin

image441.png
g) Sin2o _ Zsinacoso  gq4q¢,
sino sino

6) sin?a + cos20 = sin?a + cos’ o — sin o = cos?

5 Ltg2u- (tg®a-1)=1- 12_2% (tgPa-1) =
= _—tg;iu—l . (tgza = 1) = -tga.




image442.png
2atgio”

a) 2sin15°cos15%; 6) cos® X —sin® ; B —5—.
) ? ) B ’ ) 1-tg275°

8




image443.png
a) 2sin15°cos15° = sin(2 g 15°) = sin30° = 1;

2
LA S} ogogt = N2,
6) cos? ——sm g—cos(2 8)—0054— ]
2tg75° J3
= =1tg(2-75°) =tg150° = tg(180° - 30°) = —-tg30° = - X2,
) Tt - PE(2-75°) = tg150° = tg(180° - 30°) = ~tg 3 3




image444.png
sin 120°




image445.png
&

sin120° = sin(180° — 60°) = sin60° = 5




image446.png
$in120° = sin(2 - 60°) = 2sin60°c0s60° = 2- 1. ¥




image447.png
2t:




image448.png
a) 30% 6) 45°% B) B3 r) 3B; ) m o <.




image449.png
) 30° = 2+ 15° 6) 45° = 2 - 22,5% 5 [3:2‘%;

_9.38. _2.%, I_2.%
) 3p=2 3 p =2 35 e) 1672 33"




image450.png
a) sin 10a; 6) sin 7oy B) cos 6o

) cos%; 1) tg 3a; e) tg%.




image46.wmf
12

10;15

qq

==


image451.png
2t




image452.png
a) sin10a = sin(2 - 5a) = 2sin5acosba;

7 1 . Ta Ta 7_a
6) sin7a = sm(2 2 ) 2sin 7 2 % cos 3

B) cosba = 005(2 . 3(1) = cos®3a —sin? 8u;

a_ %) = gos? & — gin? &;

r) 0053—005(2 4) cos' 7 sin’ i

2tgl50

tg3a =tg(2-1,50)=——"—;

) tgda = te( «) 1-tg?150
o
2tg8

1-tg? %
LY

o) tg %= tg(Z‘%) =




image453.png
a) 2sino.cosa — sin2a; 6) %; B) cosba — cos? 3a + sin® 3a;
sin® o
tg50 6*(‘% - ‘1]
r) cos8a + 2sin® 403 ) 3

€) .




image454.png
a) 2sinacosa —sin2a = sin2a —sin2a = 0;

§) sinZa _ 2sinacosa _ Zcosa

B) cos6a —cos® a +sin® 3 = cosBa — (cosZ 30 —sin® 3u) =
=cosBa — cos (2 3a) = cos6o — cos6a. = 0;

r) cos8a +2sin?4a = cos” 40— sin” 4o + 2sin*4a = cos’4a + sin®4a = 1;

)%:%-%__ tg(2-50) = £ - tg10a;
(itg(ﬂ - a) 2tg| 3n_ \1)
> (__u):3‘l_tgz(“%_a):3‘tg(2'(34"—u)):

-3- tg( 2a) 3ctg 2.




image455.png
a) sin15° cos 15°% 6) 1— 2sin? %;

8tgl
Eg

B) 10sin 75° cos 75°% ) H
tgzg =




image456.png
a) sin15°cos15° = 1 +2sin15°cos15° = sm(2 15%) =




image457.png
=sin® % + cos” % —2sin® & = cos® L —sin®

n

12

12

12

i




image458.png
B) 10sin75°cos75° = 5+ 2sin75%¢cos75° =5+ sin(2 i 75°) =5-sin150° =
=5-sin(180°- 30°) = 5sin30° = 5+ % =2,5;
n n n
8te - 2tg 2t

21 - -(1-tg2§] e 1-tg2 =—4‘tg(2~§) =

—4-tgl——4-1-—d.




image459.png
tg 20, ecam tgo = 2,




image460.png




oleObject41.bin

image461.png
2 ginn) 02 17n o 2 167
cos§+sm§) - 6) 1-8sin T i





image462.png
e

mlﬁ ""‘ﬁ

L
cos— +sin—
( B B

(1+2cosssm8)

V2

2

2
2

n
—|cos® X + 2cos Zsin X + sin
(°° 8 8.8 8)

_-(1+sin§)= g-(ug):

-1.




image463.png
217n

sin = sin® (n + e

_ain? ® aseiifens Snile b sty
)7sm u cos” T = cos (n 16) cos” {5

16 16

2 2
: 207 in=~ ) —=1-2-(sin®] =
Torga 1-8sin® Ecos =122 (251n 16 °08 16) 1-2 (sms)

ry & s2 T n_ N2
-1-2- I Zy U = = I~ coslt =22,
1-2-sin 5 sin® 8 cos” 2sin® 8 - cos® 8 sin® & = cos it = 25




image464.png
tg 20,




image465.png
cosa = -2 n%<a<n.




image466.png
1) sin® o + cos® a = 1; sin®a =1 - cos® a.




image467.png
@

cosa = -3 T sin®a = 1—(—3)

2
16 5

=555 sina =

5

T 25




image468.png
sina = —
5




image469.png
b 3 4
= Lo sina = —.
P o n, TO o 5




image470.png
2) tgo =

sina,

cos o

=t
i;gutf5 (




image47.wmf
(

)

[

]

0000

100010010010003500

10036003500

60100010060

D0;3500

pppp

ppppp

pp

pp

f

ìì

³³³³

ìì

ïï

ïï

+³Þ³-Þ³-Þ³-Þ££

íííí

ïïïï

+££

-+³+£

îî

îî

=


image471.png




image472.png




image473.png
sin2x —sinx = 2cosx — 1.




image474.png
sin2x —sinx = 2cosx -1 <

< 2sinxcosx - sinx - (2cosx -1) = 0 <

<> 2sinxcosx —2cosx —sinx+1=0 <

< 2cosx(sinx —1)—(sinx —1) =0 < (2cosx —1)(sinx -1) =0 <
x:t§+2nk, keZ,

{2cosx—l =0, cosx =1,
; = 2" &
sinx-1=0 sinx =1 x=24+2nn, neZ.

L
2




image475.png
—+2nk keZ; +27m,neZ




image476.png
cos? x — Tsin® x = 3sin2x.




image477.png
cos® x — Tsin® x = 6sinxcos x,




image478.png
7sin® x + 6sinxcosx —cos? x = 0.




image479.png
cosx = 0,




image480.png
cos® x




oleObject42.bin

image481.png
Ttg® x + 6tgx —





image482.png
=R,




image483.png
Tt + 6t —





image484.png
D=386-4-7-(-1) =64
tgx:%, x:arctg%Jrnk, keZ,

tgx =

oTKyAa
x:—%+1m, neZ.




image485.png
arctg% +nk, keZ; —%Jrnn, neZ.




image486.png
2m ogdn _ _1
COS 7 COSTCOST 8"




image487.png
27 4n
cosZcos=Fcos
T 0! L 4 T




image488.png
2sin %
T




image489.png
(zsmﬂmﬂjcosﬂcosﬂ
cosZcos 2 cos 4% = LRSS & (AR
T 7 2sin®
25in4% cos sin(n ¥ l)
Beatl - T ool
--1

2+2+2sint 8sin
7 7




image490.gif
sina_ | l4cosa_ 2

D 1+ cosa sina sina”
pyfirat2ea—l oo
cg'a
ELLE TR
1+ cosa

4)2(sina -+ cos®a) + 1 = 3(sint « + cos' a).

5)V 1+ 2sina-coso = |sina |- cos a].

6)ctg?a—cos® o = cig? ot - cos® o

7)isine| = V (secta — 1) (I —sin® ).
) 2eosa=l _ csa—sina_ diga

I—2sinecosa  cosa-fsina | —lgia




image48.wmf
(

)

(

]

[

)

[

]

[

)

2

2

2

2

10060

10060

1003600120

1203500

0,12035000

;5070;

0,0;5070;

pq

pq

pqq

pqq

pqq

q

qq

+=-

+=-

+=-+

=-+

³-+³

Î-¥È¥

³ÎÈ¥


image491.png
cos (a0 + B) = cos a cos B — sin o sin B,
cos (o0 — B) = cos o cos f3 + sin a sin B,
sin (o + B) = sin o cos B + cos o sin B,
sin (o — B) = sin o cos B — cos o sin B,
= tgo+tgp
tg (a+ B) = =——=
£(a+p)= JELttEE,

tgo - tgh
tg (0 -H)= 1+tgotgh’

1
)
®)
“4)

(5)

(6)




image492.png




image493.png




image494.png
L \nk keZ.
2




image495.png
a, B, o — B,




image496.png
o = 30°, B = 45°,




image497.png
30° = %,00545":511145":{2,




image498.png
cos 30° =

NI&




image499.png
sin (30° + 45°) =




oleObject43.bin

image500.png




image501.png




image502.png




image503.png
sin (g + Ot)




image504.png
cos (E +a




image505.png
sin

NE]




image506.png




image507.png
[P
+
\53/
/—\
3/

sm[n + a) + cos( a)
4

(sm 2 coso + cos Z smcxj (cos Z coso — sin Z smcxj

T T L LT
sm—cosu+coszsmcx + coszcosafsmzsmcx

2 . .
2Z(coso + sino - cosa + sinal .
2 ( ) _ 2sina

J2 . . 2cosa
~—(coso + sina + coso — sina)

2

=tgo.





image508.png
a=45° B=30°,




image509.png




image49.wmf
[

]

0;50

q

Î


image510.png
tg (E +(x)




image511.png




image512.png




image513.png




image514.png
%‘ia,nel,




image515.png




image516.png
sin [g + a).




image517.png
sin(g +oc) :sing ccsa+cosg sino=1-cosa+

+0-sino=cosa.




image518.png
sin (T — o) =sinmcos oo — cos msin oL =
=0-cosa—(-1) sina=sina;

cos (%T-[ +0¢j :cos%n cosocfsin32—" sino =

=0-cosa— (—1)-sin o =sin 0.




image519.png
Aprymenr t

Dynx-
uua g—a gux n-a|nta 357—‘7&%4a2n—a
sint | cosa | coso | sino | —sino | —cos o | —cos o | —sin o
cost | sino |-sina | —cosa | —cosa | —sina | sino | cosa
tgt ctgo |—ctga| —tgo | tgo ctga [—ctga | —tga
otgt | tga | ~tga |—ctga| ctgo | tgo | ~tgo |—ctga





